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SUR LA RELATION ENTRE LE MODULE D’UN DÉTER- 

MINANT COMPLEXE ET SON DÉTERMINANT RÉEL, 

ASSOCIÉ. APPLICATION A LA THÉORIE DES FORMES 

HERMITIENNES ET À CELLE DES MODULES DES MA- 
TRICES COMPLEXES 


Par J. SZARSKI et T. WAZEWSKI (Kraków) 


Chaque transformation linéaire T se rapportant aux points 
de l’espace, complexe à n dimensions, peut être interprétée 
comme une transformation réelle T* des points de l’espace 
réel à 2n dimensions. Nous démontrons dans la note présente 
que le carré du module du déterminant de la transforma- 
tion T est égal au déterminant de la transformation T*. Cette 
remarque nous permet de réduire certains problèmes dans 
l’espace complexe aux problèmes analogues dans l’espace 
réel. Nous en donnons l’exemple sous la forme de deux théorè- 
mes appartenant respectivement à la théorie des formes her- 
mitiennes et à celle des modules des matrices complexes. 

Considérons la transformation linéaire: 


(1) Yj= AjrLp +) p= MSR Et 


m n'étant pas forcément égal à n, et @;,Y;%x étant com- 
plexes. 

Désignons respectivement par R(z) et I(2) la partie réelle 
et la partie imaginaire du nombre complexe 2—R(2)+21(2), 
et posons: 


(2) R(y)=mn;; UMyj)=nj; P(ox)=Ex; Ier) = Ek 


n 
1) Au lieu d’écrire > djk%r, nous écrivons tout court ajzær. Nous 
= 


nous servirons de cette notation abrégée dans le suite. 
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En comparant respectivement les parties réelles et les 
parties imaginaires des équations (1), nous en obtenons la 
transformation linéaire et réelle: 


Ny =R(ajx) + Ex—I (ayn) Er 
ny=I (ajr) + &x+-R(ajx) - Eh. 


Def. 1. La matrice, à 2m lignes et à 2n colonnes, de la 
transformation (3) c. à d. la matrice: 


| R(ayx), —I(ajx) 
I (ax) R(a;x) 


sera appelée associée de celle de la transformation (1), c. à d. 


de la matrice, à m lignes et à n colonnes: 


(3) 


(4) 


Jl snes 103) i = Lo: 


(5) || ax || = 0009409) = soon fle 


Notation. Si la matrice (5) est désigne par A, alors celle qui en est 
associée sera désignée par A* 

Supposons maintenant que A=|lajz||, B=||bjz||. (= 1,...,m; k=1,...,n), 
soient deux matrices quelconques aux éléments complexes. En vertu de 
la Définition 1 on déduit, sans difficulté, les relations suivantes 2): 


a) (A-+B)*=A4* + B* 


8) (k-A)* =k-A* (k désigne un nombre réel quelconque). 
y) (A-B’)* =A*-(B’)* (nous multiplions lignes par colonnes). 
ô (y =(4 

£) (4*) 1 =(A47)* (pour m =n et matrice A non-singulière). 


Théorème 1. Supposons que, pour la matrice (5), on ait 
Pégalité m=n. Nous affirmons que, si la suite: 


(6) ATERA 


représente la suite complète 3) de racines caractèristiques de 
la matrice (5), alors la suite: 


(7) o | À Arles Any An 


constitue la suite complète de racines caractéristiques de la 
matrice (4). 


2) 0 0, OC désignent respectivement les matrices: transposée, con- 
juguée et inverse de la matrice O. k 
3) Chaque racine k-tuple figure dans la suite exactement k fois. 
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Dém.: Le polynòme caractéristique de la matrice (4) 
à la forme: 


R(a,x)—d;£h; —I (djr) 
Ilar) , R(ax)— òh 
En multipliant par à les lignes du groupe inférieur de ce 


déterminant et en les ajoutant aux lignes correspondantes 
du groupe supérieur nous obtenons: 


(8) w(4)= 


Ojx—OjrA, Var id; À 
Ian) , R(ayx) — dt 
En multipliant, ensuite, par —i les colonnes du groupe 


gauche du déterminant (9) et en les ajoutant aux colonnes 
correspondantes du groupe droit, nous obtenons: 


(9) w(4) = 


andà, 0 


(10) “a Ilaj) 5 @—d;rA 


En vertu du théorème de Laplace, il en résulte facilement 
que: 
(11) w(7)= Det (layx— 8,» A||) -Det (||@z—6yA]|) "I 


Le théorème 1 est, comme on le voit facilement, une con- 
séquence immédiate de la relation (11). 

Posons maintenant dans l'identité (11), 4=0. Nous obte- 
nons alors: 


R(a;x), —I(a;x) ||\ _ ernia 
Tan), Elay) ) = Det (lanl)-Det (la) = | 


= [Det (|[ayz]})}{?. 


Nous avons donc le 

Théorème 2. Le carré de la valeur absolue d’un détermi- 
nant complexe est égal à son déterminant associé 5). 

Considérons maintenant une matrice d’Hermite: 


(13) | agio j.h=1,.8 


(12) w(0)=Det; ( 


4) Nous désignons par Det (||qajz||) le déterminant correspondant à la 
matrice ||ajz||. - 

5) Nous entendons par déterminant associé le déterminant qui cor- 
respond à la matrice associée. 


1* 
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c. àd. une matrice pour laquelle on ait: 
(14) hjr = hy. 


Théorème 3. 
I. Si la suite: 


(15) His Hap +++) Un 
constitue la suite complète de racines caractéristiques de la 
matrice (13), alors la suite: 

(16) Hais Mis Mas Mas ses ny Un 

représente la suite complete de racines caractéristiques de la 
matrice associée: 

R(hjx), -—L(hjx) 
T(hjx), E(hjr) 


3) 


(17) | 


II. Le carré du polynôme caractéristique de la matrice 
hermitienne est égal au polynôme caractéristique de sa matrice 
associée. 

Dém.:.. 

I. La matrice (13) étant hermitiennes toutes ses racines 
caractéristiques sont, comme on le sait, réelles. En vertu du 
théorème 1, il en résulte la première partie du théorème 3. 

II. Désignons par w(u), le polynôme caractéristique de la 
matrice (13) et par w(u), celui de sa matrice associée (17). 
En vertu de ce que nous venons de démontrer, nous avons: 


(18) 5 wilu) = (ut)... (nu) 
(19) walu) = (un) (iu). (np) (Un y). 
Il en résulte que: 
(20) walu) = (W0,(1))? c. q. Ê. d. 


Considérons, à présent, une forme d’Hermite, c. -à -d. Pex- 
pression: 


(21) hjrtjTr ?) (hd) 


8) Il est clair, en vertu de (14), que la matrice réelle (17) est symé- 
trique. 
n n 
7) Le symbole hjrxxjZ, désigne la somme double DE D hjkujZr. 
j=1 k=1 
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où ||hyx|| est une matrice hermitienne. En vertu des relations (14), 
et en nous servant des notations (2), nous avons: 


(22) hjrtjtr = R(ljp&;%x) = R(hyx) jr + R(hjx) EE 
—I (hjr) tjr +I (hjr) Ejék 


Il en résulte que la forme d’Hermite correspondant à la 
matrice (13) est identique avec la forme quadratique réelle 
correspondant à la matrice symétrique (17). 

Supposons maintenant que, pour une autre forme d’Her- 
mite, correspondant à la matrice hermitienne ||h’j,||, on ait 
l'inégalité: 

(23) hjrt;Tr< hjnXj Zr 8) 
et que les suites: 
DÉSIRENT 


(26) << ...<7h 


représentent respectivement les suites complètes de racines 
caractéristiques des matrices ||hj,|| et [|Wja]l. 

En vertu du théorème 3, des relations (22) et (23), et d’un 
théorème bien connu ?) se rapportant aux formes quadratiques 
réelles, on à alors les inégalités suivantes: 


(25) << (== Jp cop file 


Nous avons done le 


Théoréme 4. Si deux formes hermitiennes correspondant 
respectivement aux matrices hermitiennes ||h,x|| et ||hjq|| remplis- 
sent l’inégalité (23), alors leurs racines caractéristiques respecti- 
ves (24) satisfont aux inégalités (25). 

Def. 2. Par le module d’une matrice |laj||, (j=1,...,m; 


k=1,...,n) aux éléments complexes, nous entendrons l’expres- 
sion suivante: 


(26) M=VDet (all: [ED 
(où nous multiplions lignes par lignes). 


8) Les expressions figurant dans l’inégalité (23) sont, comme on le sait, 
réelles. 

?) Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik, Ber- 
lin 1924, p. 18. 
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Remarque 1. Le déterminant Det ([|az||-|[&x||) étant égal, 
en vertu du théorème de Cauchy, à la somme de certains dé- 
terminants multipliés par leurs déterminants conjugueés, 
l'expression sous la racine est toujours non-négative. 


Remarque 2. Si m—n, le module de la matrice est égal 
à la valeur absolue de son déterminant. 


Théorème 5. Si l’on désigne par M* le module de la ma- 
trice associée de la matrice ||a,x||, alors on aura la relation 
suivante: i 


(27) M*=M?. 


Dém.: Posons: ax=@jx+ ia. 
En vertu de la définition 2, nous avons: 


(28) M=VDet (ar an+ an ast ilan aan: asl) *) 
LA n 
Vik, — Ajk 
" 


| 2 
M* = |/vet | À a | = 
k k 
(29) inii SSR 


t [2 Ww TAJ t LA [74 Zi 
D t( dry sit ri Asty Ari’ Qst — Art sl ) 
= e 772 r ” F; r 72 r 
Ari’ Asi — Arl’ Asl, Ari’ Asi + Ari’ Asi | 
En vertu du théorème 2 nous avons l'égalité: 
r Ww . A ! Ji n" 
|Det (|an: ası+ an- asiti (arn 31 — 471-52) ||) |? = 
LA II n if LA It [A 
= Det | Ari” Agr + Ari? Ast, Url Asi — Ori’ Asi ) 


Qri' st Art" Ash, Ari’ Ast + Ari As 
En rapprochant les relations (28), (29) et (30) nous obtenons 
la relation (27) qu’il fallait démontrer. 


(30) 


È n 
10) Le symbole a;,-a,, désigne la somme yi a'y dr. Il en est de même 


Ei 
d’autres symboles de la forme analogue figurant dans (28) et (29). 


SUR LES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION LINÉAIRE DU 
TYPE PARABOLIQUE DETERMINEES PAR LES CONDI- 
TIONS INITIALES 


Par MIROSŁAW KRZyZANSKI (Krakow) 


Je me sens obligé de faire plusieurs rectifications et remar- 
ques concernant mon travail, qui vient de paraître dans ces 
Annales, t. XVIJI (p. 145). Voici en quoi elles consistent. 

1’. Les énoncés des théorèmes II et III (n-ros 6 et 7) 1) 
sont inexacts. L’application des théorèmes de M. GEVREY 
exige des hypothèses supplémentaires ?) concernant les coefif- 
cients de l’équation (1) et la fonction f. Or le procédé dont 
je me suis servi dans la démonstration de ces théorémes permet 
de démontrer un théoréme, qui met mieux en évidence la 
portée des méthodes appliquées. 


Théorème. Nous supposons que: 1° les coefficients Aj, a; 
et c de l'équation (1) satisfont aux conditions (3), b=1 et f 
est continue, de classe E,, 2° étant donnée une fonction 
D(X1,%33-..1Y), continue dans la couche E, (voir 3, p. 147), il 
existe dans tout parallélépipède RO, détaché de la couche Ro 
par les hyperplans x;= const (¢=1,2,...,m), une solution de (1) 
identique à ® pour y=0 et sur la surface latérale de RO. 

Alors, si la fonction È, de classe E, dans Ry est choisie 3) 
de sorte que D,(%1,,05,...,0%m,0) = G(X, T2)... Um), la suite des 
solutions un de (1) déterminées dans les parallélépipèdes O) 


1) Les numéros des paragraphes, pages et formules qui sont cités 
dans la présente note, se rattachent au travail du t. XVIII. 

2) Voir le travail cité à la page 150 (t. XVIII). 

3) On peut poser d’ailleus Oo(x,,2%2,...,%m,Y) = P(%13%2;...-Im). 
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détachés de Ry par les hyperplans x;= +", telles que: 


Un (Hy, Day -+ Emy 0) = P (Ly, Ley +. Lm); 


A 
ey Un (Wy, Loy +3 Us Y) = Do( V4, Los -+3 Em Y) sur So, 


SO étant la surtace latérale de R®, est convergente pour n+c0 
dans une couche RCR,, dont la hauteur h dépend des coeffi- 
cients de (1) et des fonctions f et D,. La limite w= lim u, est 


une solution de (1), satisfaisant à la condition (2). Beanpot 
tient à la classe Ep. 

La démonstration ne diffère point de celles des th. I et II, 
les conditions (9) étant remplacées cette fois par (A). 

On peut supposer, sans restreindre la généralité du résultat, 
que c>0, car, dans le cas contraire, on tait le changement 
de l’inconnue: u= e (y, > y). 

2'. Dans la définition de la fonction H (n-ro 3, p. 148) 


ic da } ; WE! 
le nombre 6 doit être inférieur à —. Dans les formules pour 


F(H) manque le facteur H aux seconds membres. 


m 
3‘. Supposons qu’au point P(%,,%2,...0m,Y) ON ait: > Anh = 
ik=1 


si Ind. D'après M. GIRAUT (voir le travail cité à la 
n=1 j=1 i 

p. 150), la fonction U(%1,%2,--::0m,Y), admettant au voisinage 

de P les dérivées du I-er ordre continues, est une solution de 

l’équation (1) au sens généralisé, lorsque: 


G(u)+f T 0, 
avec: §(u)=lim 1f D'[2u(X) — u( Xa) eu X4)] + [u(X")— 


n=1 
m 


—u(X)]+ Dam + cu, ou Xn, Xn, X” sont les points aux 
i= 

coordonnées égales resp. à: X:+ gnit,y(é=1,2,...,M); Li—Gnit, Y; 

di, y + bt. 

On peut démontrer que si dans un domaine borné D, limité 
par deux caractéristiques et une surface 8, les coeffitients b 
et c sont supérieurs aux constantes positives by et co, f>0 
(ou f<0), et la fonction u est à l’intérieur de D une solution 
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de (1) au sens généralisé, elle ne peut atteindre dans D un 
maximum positif (resp. un minimum négatif) que sur la sur- 
face S, ou sur la caractéristique intérieure 4). 

Observons enfin que le changement de l’inconnue u=v-H 
(voir n-ros 4, 6, 7) transforme %(w) en une expression avec 
le coefficient de v égal a F(H), donc positif. Il en résulte que 
le théorème énoncé dans la présente note s’applique aussi 
aux solutions de (1) au sens généralisé. 

4’. Nous avons supposé jusqu'ici que les coefficients de 
l'équation (1) sont bornés. On peut étendre les résultats obtenus 
au cas, où les coefficients a; et e satisfont aux conditions: 


m m 
, shed STR (a et y — deux con- 
ae (Del +1) Licia (Dai i 1) stantes positives), 


Air restant encore bornés et b=1. En effet, il suffit de modi- 
fier le coefficient p(k) dans l’expression pour la fonction H 
(voir le n-ro 3) de sorte que l’on ait encore F(H)>0 5). A cet 
effet on pose: u(%) =4k A+ 2a+ 7 + 92, 

Les équations de cette espéce interviennent dans la théorie 
de la diffusion ô). 


4) Un théorème analogue pour l’equation du type elliptique et pour 
c>0 a été démontré par M. Giraud. Voir: Bulletin des Sc. Math., 2-me 
s. t. LVI (1932), p. 248. 

5) Le lemme du n-ro 5 reste valable 4 condition du choix convenable 
de la hauteur de la couche R12. 

6) M. Smoluchowski: Uber Brown’ sche Molekularbewegung. Annalen 
der Physik. Band 48 (1915) p. 1103—1112. 


SUR LA THEORIE DES OBJETS GEOMETRIQUES 


(Réduction des objets géométriques spéciaux de première classe aux 
objets du type 4) 


Par ST. GOŁĄB (Kraków) 


Dans le travail présent je démontre que dans l’espace 
à un nombre quelconque de dimensions n chaque objet géomé- 
trique de première classe (selon la terminologie de MM. SCHOUTEN 
et HAANTJES) !) à une et unique composante est un objet du 
type 4 ?). Le probleme de la détermination de tous les objets 
du type A étant déjà résolu 8), il en est de même de la question 
de trouver tous les objets purs de première classe. 

En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le 
lecteur au travail cité plus haut 4). 

Etant donné dans l’espace n-dimensionel X, un pseudo- 
groupe >) de toutes les transformations: 


(1) Ei= pil Én es En) = Gi Ex) (i=1,...,n) 


telles que les ‘fonctions gi possèdent les dérivées partielles du 
premier ordre continues: 


(2) DE, — cu 
et telles que le jacobien 


(3) A=|ax| +0. 


1) J. A. Schouten et J. Haantjes: On the theory of the geometric 
object. Proc. of the London Math. Soc. Ser. 2. Vol. 42 (1937), 356—376. 

2) St. Gotab: Uber die Klassifikation der geometrischen Objekte. Ma- 
them. Zeitschr. 44 (1938), 104—114, $ 3. 

è) PINCE) 

Site) 

5) St. Gołąb: Über den Begriff der ,.Pseudogruppe von Transformatio- 
nen“. Mathem. Annalen 116 (1939), 768—780. 
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Désignons par x, resp. par Z, la composante d’un objet 
géométrique dans le système (£;) resp. (Ez). 

Nous supposons que l’objet donné est un objet géomé- 
trique spécial, pur de première classe, c'est à dire que la loi 
de transformation de la composante a la forme suivante: 


(4) T= f(T, ax) = ft; a). 


La fonction f est une fonction de 1+n? variables indé- 
pendantes. La méthode que nous allons appliquer dans la suite, 
exige l’hypothèse supplémentaire que f soit pourvue des dé- 
rivées partielles continues du second ordre. 

La fonction f doit satisfaire à une équation fonctionnelle 
itérée. Pour l’obtenir nous envisageons encore un troisième 
système de coordonnées & et posons: 


{E= wil Ex) 
6 m 
k 


Nous avons d’une part: 
(6) T= f(z; b). 
D’autre part, si nous posons: 


vilpa(£)] = (Ex) 


(7) _d% 
Yik == OE, ’ 
nous obtenons: 
(8) T=f(€;7) 
Il est manifeste que (6) et (8) conduisent 4 la relation: 
(9) f{{(2;a);B}={(0;7). 


Mais on a, d’après une propriété bien connue, 


Om dpi IE; _ 
(10) PRET = 2 sE, di, — 2 By Gyr 
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et, par conséquent, la relation (9) prend la forme explicite 
suivante: 


(11) FO; air), Biz} = f(a, D Bijaja). 
j 


L’équation (11) doit étre remplie identiquement par tous 
les ax et fix pourvu que l'inégalité (3) ainsi que l’inégalité 


(12) v=|Ba|+0 


soient vérifiées et pour tous les x appartenant à un ensemble F, 
dont la nature importe peu en ce moment. 

Remarquons encore que la fonction f doit satisfaire 4 une 
équation supplémentaire, qui n’est pas une conséquence de 
l’équation (11) et qui provient du fait, qu’une transformation 
identique =é; (i=1,...,n) ne peut pas changer la compo- 
sante de l’objet. Nous avons donc: 


(13) w= f(x, di), 


où ôr est le symbole de Kronecker bien connu. 

Nous désignons dans la suite par fọ la dérivée de f par 
rapport à la variable « et par frs la dérivée partielle par rapport 
& Ors: 


ro} ? of 
(14) os lio 


L’équation (11) admet des solutions constantes ainsi que 
la solution triviale f=, qui ne dépend pas des variables a. 
Nous excluerons dans la suite les solutions de ce genre en 
supposant qu'une au moins des dérivées frs soit différente 
de zéro: 


(15) Îrs+0 pour un couple (r,s) au moins. 
En différentiant l'équation (11) par rapport à ax nous 
obtenons: 


Yrs 
(16) fotf(%5 a); B}-fia(@; a) = > trols) F Ma À 
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Comme 


ay, 9 | 
(17) LE Sh Ta = D Bid dae Bridsky 
di 


dir 
la relation (16) prend la forme: 
(18) lo{{(0;a); B}fw(0;a) = Di fou sy) Bre 


En posant dans (18) ax— ôx et en tenant compte de (13) 
et de ce que 


(19) vin= > Byan= > Byðm= Bay 
j j 

nous parvenons aux relations: 

(20) fof; BY fat, da) = X fra(0;B) Bri 


Comme les fonctions fx(%,6:) ne dépendent que de la 
variable x, nous pouvons poser: 


(21) fix(@, Ox) = wir (2), 
ce qui nous permet d’ecrire (20) sous une forme abrégée: 
(22) > Bri Fra(@; b) = coin( 2) -fo(a5 b). 


Le nombre des relations précédentes est égal à n?, car les 
indices ?,k parcourent les valeurs 1,...,n indépendamment. 
Traitons (22) comme un système de n? équations aux dérivées 
partielles homogènes du premier ordre à une fonction inconnue f, 
en supposant pour le moment que les coefficients wzx(x) 
soient connus. Transformons ce système en un système équi- 
valent de JACOBI. Cette opération peut être exécutée en ré- 
solvant le système par rapport aux dérivées fix, parce que 
le déterminant W des coefficients est égal, comme un calcul 
facile le montre, à: 


(23) Wear o0: 


En résolvant (22) par rapport aux f;(«;B), nous obtenons: 


(24) ju="2 2 Bij@jky 
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où By est le mineur algébrique de l’élément fy dans y. Les 
relations (24) peuvent être facilement vérifiées en s’appuyant 
sur un théorème bien connu: 


CO) = > BriBrj = V* Oy. 


D'après notre hypothèse (15) le système (24) admet les 
solutions non triviales (ne se réduisant à une constante). En 
égalant à zéro tous les crochets de Poisson nous obtiendrons 
quelques conditions nécessaires pour les coefficients wiz. 

En introduisant les abréviations: 


(26) Xuf=ta-(¥ = cra) fy 

nous pourrons ecrire notre système sous la forme: 

(27) Xnf=0 (i,k=1,...,n). 
Prenons un couple (j,1) différent de (i,k): 

(28) (ij)? +(k—1P > 0 

et formons le crochet de POISSON: 

(29) (Xin, Xf. 


Dans ce but remarquons, qu’il subsistent les relations: 


(Xi) = -> (7) oah 


r 


(Xn)a= — 2 (2 *Ori* fo 


(30) 3% Bir N Ju OB 


— Org" fo 


Bir 
(Xa) = ms n “On fo- 


ip 


A cause de (30), nous aurons: 


Bir B r W B E. 
(Xin Xf = -S (E) ont > D) Tout 


(31) 
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Comme nous avons exclu le cas d’un scalaire, on a fo==0. 
Le cas, où E se compose de deux points seulement, c’est à dire, 
où notre objet représente un biscalaire étant aussi mis de côté, 
l’ensemble E renferme alors un intervalle E,. On peut s’arran- 
ger de façon que dans un sous-intervalle Æ, soit satisfaite 
l'inégalité: 

(32) fo +0 pour les x e Hp. 


Le système (27) étant un système de JACOBI, nous en con- 
cluons que tous ses crochets de POISSON s’annulent identique- 
‘ment. Si nous prenons cela en considération, nous obtenons 
de (31) en vertu de (32) les identités suivantes: 


Ze) Bir BirBijs ; 
TEE E i 
— > SEA 10 rk = 0 pour x e Ey. 


72 
rs 


Nous avons d’après la règle de différentiation du quotient: 


(34) (=) - V(Bir)j n ir( V) jt 


La formule de. différentiation des déterminants donne 
d’autre part: 


JM 
(35) (Y)a= ee Bi, 
donc: 
(=) _ (Bonn __BirBj 

V li V y? 
36 
SA (Pe) Ba Pea 

Fle F ya 


L’identité (33), multipliée par p?, prend alors la forme 
suivante: 


| DAG > Brit on — (Bin Ori} a > [BeBron— 


(37) i 
| — BirByi@rk] + > BirBis(Wrnos — WslWrk) =0 
rs 


i,k,j,1=1,...,n et remplissant l’inégalité (28). 
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Nous affirmons que l’on a: 
(38) (Bir)jr = (Bini 


En effet, le premier membre de l'égalité (38) résulte de 
deux opérations consécutives: on supprime dans p la i-ème 
ligne et la r-ième colonne et ensuite la j-ième ligne et la k-ième 
colonne. Le deuxième membre est obtenu si l’on supprime 
dans y la j-ième ligne et r-ième colonne et puis la i-ième ligne 
et la k-iéme colonne. Il est évident que dans chaque cas on 
parvient au même résultat final. Si nous tenons compte de (38) 
et si nous posons /=k dans (37) nous obtiendrons: 


(39) D ©0rk(BinBjr— BirBjr) + > BirBis(wr Wsk — sk Orr) = 0 
T rs 
pour i+), x e Hy. 

Les identités (39) sont satisfaites pour tous les x de l’inter- 
valle E, (la variable x figure implicitement dans les coeffi- 
cients wi et on D) et pour toutes les valeurs de fx, qui, 
comme variables indépendantes, figurent dans les mineurs B. 
D'après un théorème de CAYLEY, nous obtiendrons les relations 
équivalentes si nous remplacons partout By par 7- Biz, Où — 
ce qui à cause du caractère homogène des relations (39) re- 


vient au même — par les fir Nous aurons dans ce cas: 
(40) > Orn (Bix Bjr — Bir Pn) Se > BirBjs(@rksk — Osk Ore) =0. 


r 15 
La différentiation de l'identité (40) par rapport à By nous 
donne: 


> wrk( Bjr + Pix Oij Ôrr — Bir Oy Ora — Bjr Oi dar) + 


Ti 


(41) 
| +> (@rk@sk—Osk@rk) (Bis di rr + Bir Oji sk) = 0. 


Comme ij, on a d;=0 et, par conséquent, la relation 
précédente se réduit à la suivante: 


D OrkBjr— Ore Bie + D (OkkOsk— OskOkk) bjs = 0 
(42) : ; 


(k,j=1,...,2). 


OBJETS GÉOMÉTRIQUES 17 


Effectuons la différentiation de (42) par rapport à jp, 
en supposant que 


(43) p+k. 
Nous obtiendrons: 

(44) © pk Wik Oph — © pr © kr = 0 (pt). 
Fixons pour le moment l’indice k et posons: 

(45) Opk — Ap pk. 
Les identités (44) peuvent être écrites sous la forme: 

(46) Apt AndAp—ApAz=0 p=1,...,4—1,k+1,...,n. 


Notre but est de démontrer que l’on a dans un sous- 
intervalle E*CE, idéntiquement: 


(47) i,=0 pour pk. 
Deux cas sont a distinguer suivant que 
(48 a) 2:=0 dans E, ou (48 b) 4x=250 dans Hp. 


La possibilité 2,=0 ou wx=0 conduirait à cause de la 
relation (42) a Videntité: 


(49) D: Ork Pjr= 0; 


ce qui, en tenant compte de (12), impliquerait: 


(50) wrk =Q iab iy.) 
(50) et (24) donnerait: 
(51) f= 0 k fixe, 1=1,...,n. 


Nous allons montrer que l’hypothèse (51) impliquerait 
les relations 


(52) i Ta 0 
pour tous les r et s, contrairement a (15). 


Soit, en effet, (r,s) un couple quelconque de nombres entiers 
de 1 à n tels, que s+k. Nous avons: 


(53) Yrs = Prj js = rk aks + > Pa 
i 


JFR 
Rozznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 2 


18 ST. GOLAB 


Nous posons dans la suite: 


Brut 
` (54) B =0 pour les i+r 
Aks = Op F 0 


ax; =0 pour les j+s. 


Fixons toutes les valeurs de yy (j=+%) à l'exception de lélé- 
ment yrs et considérons le système: 


(65) > Bim Em = Vy ri 

m (2,9) + (7,8) 
comme un système d’équations aux inconnues f et a. Il y a 
n—n—1 d’équations. Le nombre des inconnues est égal a 


(56) (n2—n) + n?— (n—1)—(n—2) = 2n?—3n-+ 3, 

car les quantités a, ne figurent pas dans le système (55), 
les (n—1) valeurs de f sont dejà déterminées par (54) et les 
(n—2) valeurs de ay (f+s, j+%) le sont également par les 


formules (54). 
Comme la différence 


(57) 2n?—3n + 83—(n2?—n—1) =(n— 1)?+3 


est positive, il est toujours possible de trouver les solutions 
du système (55) remplissant en outre les conditions supplé- 
mentaires: 

(58) A+0, V-=+0. 

= Soit ay et fy une de telles sélutions. En introduisant ces 
valeurs dans l’équation .(11) et en tenant compte du fait que 


la fonction f ne dépend pas en vertu de (51) des variables ajz, 
nous obtiendrons: 


(59) H{f (0,00), 6} =f la, ry]. 


Remarquons maintenant que l’élément yrs dans le deuxième 
membre de l’équation (59) est de la forme: 


(60) re att D Bry dis 
‘ani 
et que ¢ ne figure dans aucun autre élément y; à cause des 
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relations (54). Comme les valeurs de y; sont fixées d’une ma- 
nière arbitraire, il s'ensuit de l'identité (59) (l'identité consi- 
dérée par rapport à ¢ et x) que la fonction f ne dépend pas 
de la variable ars. Nous somme ainsi conduits à (52). Le couple 
(r,s) étant choisi arbitrairement, nous sommes ainsi conduits 
à la contradiction avec (15). La première des éventualités (48) 
ne peut pas done avoir lieu. Il s'ensuit qu'il existe un inter- 
valle Hj, sous-intervalle de E, tel qu’on a 


(61) Zr+0 dans Ei. 


Dans ce cas les relations (46) peuvent étre transcrites sous 
la forme équivalente: 


2—1 
(62) = Àp: 7, p=1,2,....k—1,k+1,...,n. 
En intégrant les équations ci-dessus nous obtenons: 
(63) dp = Cp" ur(©) p+k 
ou nous avons posé pour abréger: 
Zr: dx 
J Âr 
(64) un(æ)=e 


En tenant compte de (64), les relations (44) prendront la 
forme suivante: 


(65) @pk= Cpr'ua(£) p+k, Cpr constantes, 


Pour avancer le raisonnement plus loin, retournons aux 
relations (37) en y posant 


(66) 1 eeeh) 


Nous obtiendrons alors: 
(67) (Bra=0, (Bir)x=9, 


parce gue le mineur B; ne contient ni l'élément By ni 
l'élément fix. A cause de (67) les relations (37) prendront 
dans ce cas la forme suivante: 


(68) Z'(BxBron—BrBnor) + X BirBis(orws:—osiere) = 0. 


r Ts 


2* 
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Comme. auparavant, nous passons des relations (68) aux- 
relations équivalentes: 


(69) 2 (Bir Bir Or1 — Bir Bi Ore) =F DI Bir Bis (@rk®s1— ws1 wrk) = 0. 


La différentiation des équations (69) par rapport à fw 
nous fournit: 
> (Bir © r1 + Bir dar © r1 — Bi Or Or) + 
Sa, ar A (Orr @s1— Ws1Wrk) (Bir dns + Bis Ser) = 0 
ou, aprés la séauotion: 


i Birwri + Pik wri — Pa xx + 2 Bir(@rk Ou — mor) + 
(A) 
+ Soul Okk Osl — st © kk) = 0. 


En différentiant les al équations par rapport à fi, 
uous obtenons: 


(72) Ou — Wkk + Ok Op — Vk OR + GRkOU— OUD RE = 0. 
Remarquons maintenant qu’on peut établir d’une façon 

tout à fait analogue qu'auparavant les inégalités suivantes: 

(73) A;(x)=@;;(x)+0 pour j=1,...,n dans Eo“, 

Ej* étant un sous-intervalle de Ej. Les formules (65) ont 


donc lieu pour tous les couples (p,k) tels que p +k. Les rela- 
tions (72) peuvent être transcrites de façon suivante: 


(74) Aat oror — wo = 0 kÆl, 
où nous avons posé pour abréger: 
(75) App + rh — hr. 


En tenant compte des formules (64), (65) et (75) nous 
pouvons écrire: 


A —1 Wesel 
OR Op —On1 Dr = Cir Chiti pi fit = 
«I tk 


(76) 
= Cry Capi ce o 
Les relations (74) et (76) donnent: 
(77) Ani {dedi t Cin pr Ori} =(() pour k=l. 
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Pour démontrer qu’on a 
(78) An=0 


différentions l’équation (71) par rapport à Bx. En effectuant 
cette différentiation nous obtenons le résultat 


(79) 2 (0x4 rk Wk — wkk ORI) =O, 
ce qui donne, d’après les formules (64) et (65), 


À—1 
îi 


(80) Cup {t+ a —4}-0, 


ou encore, d’après la notation abrégée (75), 
(81) Cri: Arr = 0. 

ui étant positif nous en tirons: 

(82) Ca=0 ou Ay=0. 


Mais la prémière éventualité C,,=0 donne en vertu de (77) 
et de (73) la relation (78). 

En tenant compte de (78), nous obtenons d'après un ealcul 
facile: 


; A rÆk 
(83) Ork WsI— Wrk Osı Ori TÀ =) (” da) 
et 
(84) An wsr—Ak @0s1= Cr 7, (Anh) = —Cam=—os (S=). 
Les relations (78), (83) et (84) nous permettent maintenant 


de faire la conclusion suivante. Revenons aux relations (37). 
En séparant les sommes en parties, on obtient 


V + DUB Ore—(Bir)in Ort} + Br Ba} Ar) 


SF > Bir Bjsosi— > BirBpowrn+ BinBn(Ar hr Ah) 


s+l rÆk 
È 
(85) + > BirBy (or ti—ored) + X Bin Bye Aro Akos) 
TUE Wpopr acest sora Sega oO fey 
sla > Bir Bjs(@re ds Orr st) =0 
ICE NA MO 
s+l 


ij ou k=l. 
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L’expression soulignée en zigzag est égale a zéro en vertu 
de (83). Les termes soulignés une fois s’annulent à cause de (78) 
et les termes soulignés deux fois et trois fois respectivement 
s’annulent grace à la relation (84). Il nous reste la première 
somme qui, divisée par 7 et décomposée en deux sommes 
partielles, prend la forme: 


(86) > (Bir): On= X (Bra Ort” t] ou 
r T eal 

Supposons en particulier ij et k+l. 

Prenons dans la somme du premier membre de (86) le 
terme correspondant à l’indice r diftérent de k. Dans chaque 
terme du déterminant (B,), apparait un (et un seul) élément 
de la k-iéme colonne du déterminant V. D’autre part le dé- 
terminant (Bjr), qui résulte justement du déterminant V 
par élimination de la k-iéme colonne, ne contient aucun élément 
de la k-ieme colonne. Il en résultent les identités suivantes: 


(87) Or = 0 pour ET. 


‘On démontre d’une manière tout à fait analogue qu’on 
a œn=0 pour rÆ}. L’identite (86) se réduit donc à la relation: 


(83). (Bir)ji Ar = (Bu A iti, k+1. 

Comme (Bx)1=(Bnx, la dernière relation se transforme 
comme suit: 

(39) (Bin); (x À) = 0. 

Si pour les k et l fixes (Bx)n=0 pour tous les i,j (ib), 
cela montrerait que la matrice obtenue de V par la suppression 
de la k-iéme et de la /-ième colonne devrait être d’un ordre 
inférieure à (n—2), ce qui contrédirait à Vhypothése V+0. 
On a, par conséquent: 

(90) Ag =. 
` Les relations (87) et (90) nous permettent d'écrire, d’après 
les résultats précédents, 


(91) ox (T) = On @(2), x 
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ou (x) représente une fonction différente de zéro: 
(92) œ(æ)+0 dans Hg". 


Le système (27) prend ators la forme définitive: 


B; : 
(93) fu —F o(@)-fo=0 (i,k=1,...,%). 
Le raisonnement précédent est en défaut — comme un 
lecteur attentif l’a remarqué — dans le cas n=2. Dans ce 


cas l'expression (B;;); ne peut pas être envisagée comme le 
mineur provenant de V par la suppression de la i-éme et j-ième 
ligne et de la r-ième et /-ième colonne. 


Dans le cas n=2 le raisonnement serait comme suit. Un 
calcul facile nous montre que 
(94) | (Bir)22 = (Bs9)1=1, (Bi2)a1 = (Ba) = —1, 
tous les autres (B;)1=0 


Le système (27) prend alors la forme: 
ju (Baon Baton) 
pe (Bagh Pc) 
pel (B11 On — Biz 13) 
foz E? (B11027— Bi212)- 


Les (six) crochets de Poisson possèdent une structure très 
compliquée et il est intéressant de remarquer qu’il est plus 
avantageux de ne pas traiter le système de JACOBI (95), mais 
de prendre comme point de départ le système primitif: 


Xaf= ufy—Bufu— fafa =0 
X of = wifo bufi: baf22= 0 
Xf = Onfo— bif Boofer = 0 
Xaf= @gaf o— Pif: Boofoo =0. 


(96) 
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Les crochets de Poisson pour ce système se laissent calculer 
d’une manière relativement simple: 


(X1,X2)f=(@1012—012011)fo+ Pas fie + Bor foe 
(X4, X3)f = (@11 02 — wz w11)fo + Br2f11 + b22f21 


(97) 


f = (@12 @22— 22 12) fo + B11 fiz + Bor for 
X3, X4)f = (w21 w22—22 21) fo + Bia f11 + Boofers. 


Comme le système (96) est un système complet, tous les 
crochets précédents sont des combinaisons linéaires des expres- 
sions X,f, Xof, Xsf, Xaf. Nous avons en effet: 


) j 

X2,X3)f = (w12 w1— w21 w12)fo + Pia f11 + Bot foi — B12 f12— b22f22 
) 
) 


(Xi, Xo)f = —Xof 
(X,,X,)f—=—Xof 
(XX AU 

(58) ir; 


(Xz Xa) f = —X.f 
(X; Xa) mi —X,f. 
La comparaison des coefficients correspondants nous fournit 
les six relations pour les wiz: 
O41 Wi — O12. 011 = — O2 
W11 Wa Moi O11 = — Wal 
W11 Wo, Woo W11 = 0 


(99) 7 a 
w12 Do — Wol w12 = Woo — W11 
LA LA 
W12 Woo — Wag W12 = — Wig 
LA 1 
RO ORNE es 


Parmi ces relations il n’y a que quatre qui sont indépen- 
dantes. On établit sans peine que les deux dernières ne sont 
en réalité que les conséquences des quatre premières. 

Nous envisagerons tout d’abord la troisième relation. Nous 
en déduisons: 


100 Won = À * © où a est une constante. 
22 119 


En introduisant cette relation dans la cinquième et la 
sixième de ces équations nous obtenons: 


(101) { a (w12 011—011 012) = — 012 


r n 
a (w21 w11 — w11 W21) = — W21; 
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ce qui, confronté avec la première et la deuxième équation, 
nous donne: 


(103) tenga: 

Deux cas sont à distinguer dans la suite. On bien on a 
(103) a=—1, 
ou bien 
(104) Do = On = 0. 

Supposons le (103). Il s'ensuit w,=— et la quatrième 
équation fournit 
(105) 1209 — Wa W12 = — 2011. 


Multiplions la première équation par «7, la deuxième 
par — et ajoutons les membre à membre: 


(106) 091 012011 W12 021 W11 = W21 Wi2— W12 W21 
ou 
(107) (w1 w2 — ww) (1—wi)= 0. 


De là nous tirons à cause de (105): 


(108) 11 (1—w11) = 0. 
Ici se présentent de nouveau deux cas à distinguer: 
(109) ; Ou =0, 
ou bien 
(110) ou =1. 


Envisageons succesivement chacune de ces eventualités. 
Le cas (109) donne avec (105): 


(111) w= bw b est une constante. 


Mais la première des équations (99) fournit w,,—0, done 
œn —0 et (100) implique w,,=0, d’où tous les w;;—=0, ce qui 
est impossible, car dans ce cas notre objet ne serait pas un 
objet de première classe. La possibilité (110) implique a, =æ+c. 
Dans ce cas @,=-—2—c et la première des équations (99) 
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conduit à (@+-¢)wj2—@12= —a12 Où è 
(112) (0+c)wi,=0 


d’où wiz=0; la deuxième équation donne w—0, ce qui en te- 
nant compte de (105) impliquerait l’identité impossible (109). 
L’eventualité (103) conduit dans tous les cas à la contradiction. 
Il nous reste (104). Ceci donne avec la quatrième équation (99): 


(113) Doo = Wi 


et, par conséquent, nous avons — comme: dans le cas n>3 — 


(114) w= On (2) ‘w(@) +0. 


Retournons au système (93) valable maintenant pour 
tous les n>2. Fixons les indices 7,k et envisageons le système 
correspondant des équations ordinaires écrit sous la forme 
incorrecte, mais ordinairement employée: 


diy dba ae, 
(115) ise a ER ji ou 1k. 


Le deuxième et le troisième membre nous donnent: 


mo fr (E 


En tenant compte de 


97 
Tg —=B 
( ) > Ba ik 
nous en tirons: 
(118) SVEZIA si ka 
V w(x) 
ou 
(119) p= go 
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représente l’intégrale première de l’équation 


Abin — V 
(121) de = (€)Bx 


Comme (120) ne dépend pas des indices 7,%, (120) est une 
solution commune pour le système (93). Mais (93) est un sy- 
stéme de JACOBI à n? équations pour la fonction de n?+1 va- 
riables indépendantes; il posséde alors une seule et unique 
intégrale indépendante et la solution générale est une fonction 
F arbitraire (inversible) de cette intégrale. Nous avons done 


5 
(122) oe us) = G(2,7). 


La formule (122) subsiste pour les x de l’intervalle Ej$*. 
Il nous reste a montrer, que la formule (122) peut étre étendue 
sur tous les 2. 

Il résulte de nos dernières recherches 9) que l’ensemble E. 
est un intervalle ouvert (fini ou infini) ou se compose de deux 
intervalles ouverts. Dans le premier cas on établit par des 
considérations s’appyant sur la continuité de la fonction G 
que la validité de la formule (122) peut étre étendue sur l’en- 
semble E tout entier. Dans le second cas on a E= H,+ E, et 


G,(v%,7) pour x e E; et p>0 

__ | G(x,7) pour ve E, et p>0 

(123) Km; 8) = G,(%,7) pour x e E, et 7<0 
G,(@%,7) pour x eF, et p<0 


et dans ce cas on démontre qu'il existe une fonction F*(u) 
définie pour tous les u +0, inversible dans son domaine d exi- 
stence, monotone au sens stricte pour leg u>0 ainsi que pour 
les u<0 et telle que 


(124) {(®;B)=F*(7-9*(2)) 


où g* est la fonction inverse de la fonction F*. 
Dans tous les cas notre objet se réduit à l’objet du type 4, 
ce que nous voulions établir. 


8) L 0.2). 


CONDITIONS NÉCESSAIRES. ET SUFFISANTES QUI 
DÉTERMINENT LES ESPACES EINSTEINIENS, CONFOR- 
MÉMENT EUCLIDIENS ET DE COURBURE CONSTANTE 


Par W. WRONA (Kraków) 


Introduction 


Le calcul tensoriel et le calcul différentiel absolu dont les 
origines remontent aux travaux de Gauss, Riemann, Chri- 
stoffel et Ricci commencent à evéiller un plus grand intérêt 
et atteignent un dégré de développement exceptionnel grace 
à la théorie générale de relativité pour laquelle ils présentent 
un appareil calculateur indispensable. Ces calculs conduisent 
aux relations et équations qui ont un caractère invariant, 
c’est à dire indépendant du choix du système de coordon- 
nées dans un groupe des transformations envisagé en ex- 
primant, par conséquent, les lois qui régissent la géometrie. 
Dans les équations tensorielles chacun des indices courants 
A,t,..-34',p',...; peut être remplacé par l'indice déterminé 
pris des suites 1,2,...,n; 1’,2’,...,.n’; de cette manière, des 
relations générales nous obtenons immédiatement les relations 
entre les composantes des grandeurs envisagées dans un sy- 
stème de coordonnées déterminé. Ce fait donne l’avantage au 
calcul tensoriel sur les autres méthodes d’analyse directe. 

Nous avons à Vheure qu'il est beaucoup d’ouvrages qui 
initient aux méthodes du calcul tensoriel à n’en parler 
que de ceux de LEVI—CIVITA, EISENHART, EDDINGTON, 
SZIROKOW, HLAVATY et d’autres. Sous une forme perfectionnée 
il fit exposé dans l'ouvrage de SCHOUTEN et STRUIK intitulé 
„Einführung in die neueren Methoden der Differentialgeomerie” 
(Nordhoff, Groningen, B. I. 1935, B. II. 1938). 

Dans le travail présent nous allons nous servir des symboles 
dont se sert Schouten dans son ouvrage. Dans le premier cha- 


LES ESPACES EINSTEINIENS ETC. 29 


pitre nous donnons un apercu abrégé des conceptions et des 
formules de la géométrie rimannienne a ,,n” dimensions. Nous 
nous bornons aux explications des notions et de leurs propriétés 
qui seront indispensables pour notre travail. 

Afin d’abréger ces considérations préliminaires, les défini- 
tions des certaines notions sont données sous une forme diffé- 
rente de celle qu’il est d’usage de donner habituellement. 
L’essentiel de ces notions n’en est pas altéré. Nous n’avons 
que facilité l’application de ces notions aux considérations 
ultérieures. Le but de ce chapitre est celui de familiariser 
le lecteur qui n’a pas étudie le travail cité de Schouten-Struik 
avec les symboles dont nous nous servirons dans la suite. 
La théorie de la relativité a mis au premier plan l’étude de ces 
espaces particuliers de Riemann dans lesquels régit la loi de 
gravitation formulée par Hinstein et qui ont regu le nom des 
éspaces einsteiniens. Un cas particulier des espaces einsteiniens 
sont les éspaces à courbure constante de la géométrie non eucli- 
dienne et qui ont donné l’essor aux recherches de la géométrie 
moderne. Les chapitres II et III expliquent précisément les 
particularités de la courbure scalaire de la m-direction des 
espaces einsteiniens et conformément-euclidiens. Le chapitre IV 
contient les considérations analogues pour les espaces à cour- 
bure constante en présentant les résultats sous forme de géné- 
ralisation de la proposition de F. Schur. Dans tous ces cas 
les espaces à quatre dimensions furent traités d’une manière 
particulièrement soignée à cause du rôle que jouent ces éspaces 
dans la théorie de la relativité. 

Je tiens à exprimer ici ma grande reconnaissance au Prof. 
Dr. J. HAANTJES, sous la direction de qui j'ai fait con- 
naissance des méthodes de la géometrie différentielle mo- 
derne et obtenu une grande partie des résultats de ce travail. 

J’exprime également ma grande reconnaissance au pro- 
fesseur Dr. St. GozAB et au prof. Dr. WAZEWSKI qui se don- 
nèrent la peine de faire une revision approfondie du manuscrit 
et qui me fîrent connaitre leurs indications précieuses dont 
je tis usage dans la rédaction définitive de l’ouvrage présent. 
Je remercie aussi M. le professeur T. BANACHIEWICZ qui me 
donna la possibilité de travailler dans la bibliotheque Jagiello- 
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nienne pendant l’occupation allemande au risque d’attirer 
sur lui les pires répresailles de la part des autorités d’occu- 
pation. 


Chapitre 1 


ere des notions et des formules fondamentales de la géométrie 
riemannienne 


$ 1. Les grandeurs dans Xp. 

L'ensemble de toutes les suites £1,é2...éÉ" de n nombres 
réels arbitraires est appelé l’espace arithmétique à n dimensions 
et chacune de ces suites — un point de cet espace. Si i, è Le „én 
est un certain point de l’espace arithmétique, l’ensemble de 
tous les points pour lesquels valent les inégalités: 


Je — E< ô 


sera dit le voisinage de se point. 

Si un ensemble de points de l’espace arithmétique est 
tel que chacun d’eux possède au moins un voisinage contenu 
dans cet ensemble, nous dirons que cet ensemble est le domaine 
arithmétique. 

Nous admettons l’existence de l’espace topologique à n di- 
“mensions que nous appellerons dans la suite géométrique. Si 
nous pouvons établir une corespondance bi-univoque continue: 
entre les points d’un certain domaine arithmétique D, et 
les points d’une partie D, de l’espace géométrique, nous nomme- 
rons D, domaine géométrique. Cette correspondance bi-uni- 
voque sera dite systeme de coordonnées dans D, et l’ensemble 
de n nombres &(1—1,2,...,n) — correspondant à chaque point 
du domaine D, — les coordonnées de ce point dans le sys- 
tème- de Ga ondine (A). 

Si nous trouvons une correspondance analogue entre les 
points D, et les points d’un autre domaine arithmétique Da, 
une transformation ponctuelle continue et reversible du do- 
maine D, en D, sera en même temps une transformation du 
système de coordonnées dans Dy. 

Désignons par é(4’=1',2’,...,n’) les coordonnées dans le 
nouveau système (1) d’un point du domaine D, dont les 
coordonnées dans l’ancien système (4) furent les nombres 
£(1=1,2,...,n). Nous ne considérons dans la suite que les 
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transformations du système de coordonnées qui sont données 
par n fonctions réelles indépendantes continues 


(1.1) MAE (A = 1,2’, ...,%’), 


ayant dans un domaine D, les dérivées partielles continues 

d’ordre u. Le domaine D, sera appelé — champs de transfor- 

mation et le domaine D, — l’ensemble des valeurs de la 

transformation. i 
Si nous posons 

QE 


A! 
(1.2) At = Fa 


= 978%, 


le jacobien de la transformation (1.1) — le déterminant 


(1.3) A=|Az 
sera différent de zero dans le domaine D,. La représentation 
de D, dans D, étant bi-univoque, il existera un système de 
n fonctions £4(é’, ’,...é"") inverses du système (1.1), continues 
possédant les derivées partielles continues d’ordre u et le ja- 
cobien 


Ai ls 


L'ensemble des toutes les transformations remplissant les 
conditions ci-dessus dans un domaine quelconque D, corres- 
pondant à cette transformation forme un pseudo-groupe. Cela 
signifie que le produit de deux transformations arbitraires de 
cet ensemble n'appartient à celui-ci que si le produit de Pen- 
semble des valeurs de la première transformation et du champs 
de la seconde transformation est un ensemble non vide. 

Nous appellerons l’espace Xn de la classe u un espace 
géometrique à n dimensions possédant dans un domaine un 
système des coordonnées que nous pouvons transformer arbi- 
trairement au moyeu des transformations appartenant au 

- pseudo-groupe ci-dessus. Nous admettons que u est un nombre 
entier positif déterminé suffisemment grand et que toutes les 
grandeurs envisagées possèdent les derivées continues d’ordre u. 
Xn de la classe considérée u sera dit brièvement espace Xn 
et les systèmes des coordonnées dans celui-ci — admissibles. 
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Nous voulons rappeler maintenant la notion de l’objet 
géométrique qui est une notion fondamentale dans la géométrie 
de l’espace Xn. Si dans un certain domaine de l’éspace X, 
nous faisons associer à tout système des coordounées et à chacun 
de ses points, N > 1 nombres Q,, Q,,..., Qn qui dépendent du choix 
du point et du système des coordonnées, nous dirons que nous 
avons dans le domaine considéré un objet 2 dans le sens le 
plus général. 2, 2, ...,2y seront appelées les composantes de 
l’objet au point donné dans le système des coordonnées envi- 
sagé. Pour déterminer un objet il suffit de définir ses compo- 
santes dans tout point d’un système des coordonnées et de 
donnet le moyen de les transformer si l’on passe à un système 
des coordonées différent. 

Il peut arriver que les valeurs des composantes de l’objet 
dans chaque point du système des coordonnées (4’) ne dé- 
pendent que des valeurs des composantes de cet objet au point 
envisagé par rapport au système des coordonnées (4), des 
coordonnées de ce point é dans le système (A) ainsi que des 
fonctions & et des dérivées partielles des fonctions &” jusqu’au 
rang v< (inclusivement) dans ce point. Si en méme temps 
la forme de cette dépendance est la méme pour tous les points 
et tous les couplés des systèmes des coordonnées admissibles (4) 
et (A), nous dirons que l’objet est un obiet géométrique de la 
classe v. Dans ce qui va suivre nous ne nous occuperons que 
des objets géométriques ainsi déterminés. 

Les objets géométriques dont les composantes se transfor- 
ment linéairement et homogènement par raport à Q,,9,,...,2n 
lors d’un changement du système des coordonnées, sont appelés 
grandeurs. Les grandeurs dont nous nous occuperons, seront 
les densites et les affineurs de densité. 

La densité a du poids k n’a qu’une composante qui se trans- 
forme d’une manière suivante 

4) (2) 
(1.4) = A4 Q. 

La densité du poids nulle est un scalaire. Un scalaire w 
est done un objet qui ne change pas si Pen passe au nouveau 
système des coordonnées. Ou aura donc: 


z a) (a) 
(1.5) w= O= W. 
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Nous désignerons dans la suite les scalaires par les lettres 
grécques. 

Un affineur de densité de l’ordre p+q et du poids k, 
quale x1,%9,....*g3 SE UD objet a nP+? composantes qui se trans- 
forment d’aprés la régle suivante: 

2 


Mei 2 AE CR 
(6) A ATA AA ASS PE 
lang 1 p 1 q Lea 

Conformément à la convention introduite par EINSTEIN, 
nous effectuons la sommation dans cette formule par rapport 
à chaque indice qui apparait deux fois: une fois en haut et 
une fois en bas des letters principales. Les indices supérieurs 
Ay, 4-2) nous appelerons indices contravariants et les indices 
inférieurs %,,%)...,%q— indices covariants. Les densités et les . 
affineurs de densité du poids différent de zéro seront désignés 
par les lettres gothiques. i 

Les. affineurs de densité du poid nulle seront appelés briè- 
vement — affineurs. Nous les désignerons par les lettres latines. 

Les affineurs les plus simples sont les vecteurs: le vecteur 
covariant vz et contravariant u* possèdent chacun n compo- 
santes déterminés. 

D’une grande utilité pratique pour les formules est l’affi- 
neur Aji) qui possède les mémes composantes dans tous 
les systemes des coordonnées, notamment 


a_|1 pour A=x 
(1.7) dara Ona Ne: 


De la définition même de A? résulte immédiatement que 
pour une grandeur arbitraire S,, on aura l'égalité: 


(1.8) Nedo Sva 


au sujet de laquelle on doit répéter la méme convention sur la 
sommation par rapport aux indices que nous avons faite plus 
haut. 


1) Il ne faut pas confondre le symbole 42 avec le symbole A7 = > 


que nous avons introduit plus haut. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 3 
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Nous effectuons avec les grandeurs les operations inva- 
riantes suivantes qui conduisent à des grandeurs nouvelles. 

L’addition de deux grandeurs de même ordre contre- et 
covariants et de méme poids est effectuée en additionnant 
les composantes correspondantes. La grandeur obtenue aura 
la méme ordre et le mème poids. 

La multiplication de deux grandeurs nous donne une gran- 
deur de l’ordre et du poids égaux a la somme des ordres et des 
poids de deux facteurs. En multipliant par exemple les gran- 
deurs W,“ et N? nous obtiendrons la grandeur G,°“* dont 
les composantes sont données par la formule 


SO) ok a vu: t 
GS. =M, N,. 


La réduction d’une grandeur consiste dans la formation 
d’une nouvelle grandeur en effectuant sur la grandeur donnée 
la sommation par rapport à deux de ses indices: un covariant et 
un contravariant. Ainsi p. ex. en réduissant la grandeur P;,07, 
relativement à ses indices À et 0, nous obtenons la grandeur 
nouvelle D? , donnée par la formule: 


n 
RE Li ee 
alt 
ou le signe de la sommation, conformément & notre convention, 
est omis. 

La contraction de deux grandeurs consiste dans la réduction 
de la grandeur résultant de la multiplication de ces grandeurs 
par rapport à deux indices appartenant aux tacteurs diffé- 
rents. 

La symétrisation ou la mise en évidence de la partie symé- 
trique de la grandeur relative aux p indices covariants et 
contravariants donnés consiste dans la formation d’une nou- 
velle grandeur dont chaque composante est égale a la somme 
des composantes correspondantes de la grandeur donnée obte- 
nues par toutes les permutations possibles des indices envisagés 
divisée par p!. 

La symétrisation de la grandeur sera indiquée par la mise 
des indices correspondants entre les crochets ronds. La partie 


symétrique de la grandeur T%,,,, relativement aux indices 
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À, u, v sera donnée par la formule: 


(0) 1 w w w UO) 
(1.9) Pau) = 31 ann HT uma À Pesan Tours T 


+ De a) 7 


L’alternation consiste dans la mise en évidence de la partie 
alternée de la grandeur relativement aux p indices contre- 
ou-covariants. Nous effectuons cette alternation d’une manière 
analogue à la symétrisation en attribuant toutefois aux adden- 
des avec les permutations impaires les signes négatifs. Nous 
indiquons une alternation en mettant les indices envisagés 
entres les crochets rectangulaires. Ainsi p. ex. la partie alter- 
née de la grandeur Su, relative aux indices À et u s’obtiendra 
de la formule: 


Lung 
(1.10) | Su = at (auv — Suiv). 


La symétrisation et l’alternation transforment une gran- 
deur en une autre avec le même poids et le même ordre. 

Dans le calcul des composantes d’une grandeur alternée 
on se sert des règles analogues aux règles du développement 
d’un déterminant suivant les éléments d’une ligne ou d’une 
colonne. On aura p. ex. 


1 
(1.11) Kia 3 (Keyan Kivajux +K tua). 


Un affineur purement covariant ou contre-variant qui est 
égale à la partie alternée relativement à tous les m indices 
est appelé m-vecteur. En particulier l’affineur F*, remplissant 
la condition: 


(1:12) Fi pl pra 


est dit bi-vecteur contravarrant. 

On peut démontrer ?) l'existence dans Xn du n-vecteur 
de densité covariant my,,..2, du poids —1 ainsi que du n-vecteur 
de densite contre-variant Çt- du poids +1 qui possèdent 
dans tous les systèmes de repères les mémes composantes 


égales à +1 ou —1 suivant que la suite A,,A,,...,An est une per- 


2) Schouten—Struik, Einfuhrung... I, 29. 
3* 
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mutation paire ou impaire de la suite (1,...,n) et égales a zéro 
dans tous les autres cas. 

L’affineur purement covariant ou contravariant qui est 
égal à sa partie symétrique relativement à tous ses indices 
est appelé tenseur covariant ou contravariant. Le tenseur 
covariant du deuxième ordre ax remplit ainsi la condition: 


(1.13) An = Alax) = Ange 
Le tenseur contravariant b# remplissant la condition 
(1.14) aix D = AS 


est dit tenseur inverse de ax. Nous le désignerons par a**. 
Il résulte de la théorie des matrices que le tenseur inverse du 
tenseur donné est défini univoquement si le déterminant 


a= |a] 0 


$ 2. Systèmes de référence non holonomes. 

Nous pouvons définir dans chaque système de coordonnées 
un système de n-vecteurs covariants Cay (x=1,2,...,) et contra- 
variants el, (x=1,2,...,) au moyen des formules suivantes 


(1.15) e eži, 


ou l'étoile au dessus du signe d’égalité indique que l'égalité 
n’a lieu que dans le système de coordonnées donné (x). Nous 
appelons ces vecteurs — vecteurs-mésures du système de coor- 


données (x). Les composantes e, dans le système (x) des vecteurs- 


14 


to x I n° 
mésures ez, d’un autre système des coordonnées (x') sont 
données par la formule 


x! 


(1.16) de AA, 


Si nous définissons maintenant dans le système de coor- 
données (z) n champs vectoriels arbitraires linéairement indé- 


14 


pendants 62, qui ne sont pas nécessairement gradients, l’exi- 
stence d’un système de coordonnées (x’) dans lequel ces vecteurs 
soient les vecteurs-mésures n’en découle pas. Autrement dit 
il n’existe pas nécessairement une telle suite des fonctions 
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é(£'...E) pour laquelle auraient lieu les égalités 


x! 
0,6" = ez. 
Nous désignerons par e* un système inverse de n vecteurs 
x 


par rapport aux vecteurs Be c’est a dire un système pour 
lequel valent les égalités 


n 
x’ A 
D e Cy = A4. 


x/|1 


En considérant les relations 
(1.17) DY Ca a+ AL 


comme les définitions des symboles A} et A, on définira 

les composantes de nos grandeurs dans le système de réfé- 

rance non holonome (x’) au moyen des formules (1.4) et (1.6) 

où dans leurs seconds membres figurent les composantes des 

grandeurs correspondantes dans le système de coordonnées (x). 
L'expression 


(1.18) De Ay AZ, Iju Až -= Al, Ab deu 


n ’est égale identiquement à zéro que dans le cas où les vecteurs 


e sont des gradients c’est à dire quand (x') est un système de 
coordonnées. 

On peut démontrer *) que Dar est un objet géométrique. 
Cet objet nouveau est appélé un objet de non — holonomie du 
système de référence (x'). 


$3. Grandeurs dans Vpn. 

Si l’espace X, est pourvu dans chaque point d’un tenseur 
déterminé de second ordre ax permettant de mésurer les 
longueurs des vecteurs et les angles entre eux, nous dirons 
que l’espace est riemannien et nous le désignerons briève- 
ment par Vn. Le tenseur az, sera dit tenseur métrique de l’espace 
Vn. Nous admettons que 


a= [ax + 0. 


3) Schouten—Struik, Hinfuhrung... I, 68. 
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Les vecteurs u* et v* dont chacun possède les composantes 
non identiquement nulles seront dits perpendiculaires entre 
eux si 


(1.19) Qu uo =0. 
Le vecteur i* sera dit vecteur-unité si 
(1.20) ani = +1. 


Le vecteur s*, remplissant la relation 
(1.21) da, 8% 8*= 0 


sera appelé asymptotique. Le dernière relation peut étre con- 
sidérée comme l’équation d’un cône dans l’espace ordinaire 
a n dimensions. Ce céne sera imaginaire ou réel suivant que la 
forme quadratique du premier membre de la dernière équa- 
tion est définie ou indéfinie. Nous dirons que ce còne est un 
cône des vecteurs asymptotiques. 

L’ensemble de tous les vecteurs linéairement dépendants 
de deux vecteurs donnés et indépendants entre eux sera dit 
bi-direction. Si nous choisissons dans une bi-direction deux 
vecteurs-unités d* et j* perpendiculaires entre eux, le bivecteur 


(1.22) fu — 2: ja 


sera dit bivecteur-unité de cette bi-direction. 

Nous employons le tenseur ax pour ce que l’on appelle 
abaissement des indices des grandeurs. Ainsi p. ex., en par- 
tant des affineurs i*, K,,,", nous pouvons définir les affineurs 
nouveaux iz, Kyuxs AU Moyen des relations: 


(1.23) Fda 3 HONG = Kuao- 
De même à l’aide du tenseur a? inverse à az, *) nous pou- 
vons élever les indices p. ex. 


(1.24) ja =j"; Kip 0? areale = Koo, 


Les opérations d’abaissement et du relèvement des indices 
établissent ainsi une certaine correspondance bi-univoque entre 
les grandeurs contre- et covariantes dans V,. Nous donnons 


4) Page 36, form. (1.14). 
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aux grandeurs qui se correspondent ainsi entre eux la méme 
dénomination et nous les désignons par la méme lettre fonda- 
mentale. En appliquant la méthode d’abaissement et du re- 
lèvement des indices, nous pouvons donner aux formules 
(1.19, 20, 21) la forme suivante: 


uva =0; irt = +1; sts —0. 
Si nous choisissons dans l’espace Vn n champs vectoriaux 
des vecteurs-unités perpendiculaires entre eux i$, i4, ..., i? nous 
1 2 n 


obtiendrons les relations 5) 
n 
a= itetit... Hetim Nei; 


115 22 2 nn n pit Ppp 
(1.25) 
n 
dan = Etat Etatyt ... 4 Eia a= > etats; 
151001 22 2 nn n pli ppp 
ou 
c= — 1. 
P PP 


Nous dirons que le tenseur ax, est défini positif ou négatif 
si tous les e ont le même signe positif ou négatif. Dans le cas 
contraire nous dirons que l’on a un tenseur métrique indéfini 
du V,. Le nombre g indiquant le nombre de e avec le signe 
positif s'appelle indice du tenseur ê). Le système de référence 
déterminé par les vecteurs introduits plus haut 2 DL 

n 


comme vecteurs-mésures sera appelé système orthogonal de 
référence (h). Nous le distinguerons en employant comme 
indices les lettres latines pour les composantes des grandeurs 
rapportées à ce système. Comme on le voit des équations (1.25), 
les Composantes a“! et az, du tenseur métrique dans un système 
orthogonal de référence (h) sont données par la formule: 


sine ts 0 pour kÆ+l 

= Ari 
e pour k=l. 

I 

A l’aide des vecteurs en question #,7,...,5 nous pouvons 

: 2, n 


5) Sch., Str., I, 51. 
6) Sch.; Str, 1, 45. 
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définir le n-vecteur-unité par la formule suivante 7): 


(1.26) Iain aie, in, 
1 2 n 

Les composantes I~" du n-vecteur-unité dans un 
système orthogonal de référence sont égales à +1 si hehe 
pour a+; elles sont nulles. dans le cas contraire. 

Il est facile de montrer que les dérivées partielles du sca- 
laire w définissent le vecteur vz=0,w tandis que les dérivées 
du vecteur ne définissent pas la grandeur dans notre sens 
du terme. La différentiation du vecteur n’est donc pas une 
opération invariante conduisant toujours d’une grandeur à une 
autre. En cherchant à généraliser la differentiation afin d’obte- 
nir une opération invariante, on parvient à la conception de 
la dérivée covariante dont la définition éxige un nouvel objet 
géométrique Ty, dont les composantes s'appellent les facteurs 
du déplacement linéaire. 

Dans l’espace V, on peut prendre pour facteurs du dépla- 
cement linéaire les symboles de CHRISTOFFEL de deuxième es- 
pèce. On aura donc dans un système général de référence 


Pam {#1 = a (Ouais + dito saut) — ua + 
uh 2 | 
+ Aur ao Qi + Dar are (Ore 

Mac 
PEA 
du système (x) défini par la formule (1.18). Si donc (x) est un 
système des coordonnées, les trois dernières expressions de 
la formule (1.27) tombent et on aura une définition habituelle 
des symboles de CHRISTOFFEL de deuxième espèce dans un 
système de coordonnées (x). 

Nous désignons la dérivée covariante par le symbole Pu. 
Pour uu scalaire w cette dérivée est définie comme une dérivée 
ordinaire. On aura donc: 


OÙ IyGac = et Qi, désigne l’objet de non holonomie 


9 
(1.281) Vuo= Jm = duo. 


7) Sch., Str., I, 53. 
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L'exemple suivant nous éclairera la définition de la dé- 
rivée covariante pour un affineur arbitraire: 


(126) MRS lien leg Lage Lae: 


On pourrait de méme définir les dérivées covariantes des 
autres grandeurs mais elles n’interviennent pas dans nos con- 
sidérations ultérieures 8). La relation précédente montre que 
si l’on effectue une différentiation covariante multiple, le 
résultat dépend en général de l’ordre des dérivations succes- 
sives. Pour un vecteur p. ex., on a la relation: 


(1.29) Vu Vu0*= À Hour 0, 
où i 
(1.30) Kour = 29 Tea + 2T pel T ia + 2 Qu Toa 


désigne ce que l’on est convenu d’appeler l’affineur de cour- 
bure de l’espace Vn. l 

Remarquons que les systèmes de coordonnées daus les- 
quels toutes les composantes du tenseur métrique sont con- 
stantes n’existent que si K „4 =0. Tous ces systèmes peuvent 
être obtenus de lun d’eux à l’aide de toutes les transformations 
linéaires à coefficients constants. L’espace dit dans ce cas un 
espace euclidien sera désigné par Rn. 

Il est facile de vérifier que l’affineur de courbure satisfait 
aux quatre identités algébriques suivantes °) 


1) Jr = TAL vA = Kipnjax 
2) Krwuaa=0 
1.31 
( ) 3) Kuan = TA pnd = Koruan 
4) Kyuax T Kanvu 
où 
(1.32) KG ute = Mi ox. 


De Vaffineur de courbure on obtient par la réduction 


(1.33) Koa = Kou” = Kya 


8) Sch., Str., I, p. 79, f. (7.16) et (7.17). 
9) Sch., Str., I, p. 113. 
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nouvel affineur K,2 et nous pouvons démontrer 1°), qu'il est un 
tenseur, c’est à dire que 


(1.34) Kya= Kau= Kua =} (Kyat Kaz). 


Le tenseur que nous venons d’obtenir s’appelle tenseur 
de Ricci. En réduisant encore la grandeur K,, nous obtiendrons 
le scalaire 


(1.35) K= Kua 


et la grandeur formée de celui-ci 


1 = 


que l’on nomme courbure scalaire de l’éspace Vn. 


$ 4. Espaces Vm plongés dans Vn. 

m vecteurs contravariants linéairement indépendants au 
point P de l’espace déterminent une m-direction qui est l’en- 
semble de tous les vecteurs contravariants qui dépendent liné- 
airement des m vecteurs donnés. Si dans une m-direction 
donnée existent m vecteurs non asymptotiques mutuellement 
perpendiculaires, nous dirons que cette direction est non singu- 
liére. Cela signifie géométriquement que la m-direction donnée 
n’occupe aucune position particulière par rapport au cône des 
vecteurs asymptotiques. Les vecteurs asymptotiques de la 
m-direction non singuliére, s’ils existent en tant que grandeurs 
réelles, forment donc un cône non dégénéré de deuxième dégré 
à (m—1) dimensions. On voit que si la m-direction déterminée 
par les vecteurs VARIA est non singulière, la m-direction 

m 


determinée par m vecteurs dont les composantes diffèrent 
peu de v7, (a=1,2,...,m), sera aussi non singulière. 
a 


Considérons dans V, l’espace plongé Xm possédant dans 
tout point une m-direction tangente non singulière. L’espace V, 
induit dans l’espace Xm une métrique, c’est à dire change Xm 
en Vm. Choisissons dans l’espace V, un système de n champs des 


LO) ESCH ROUTE IC ED. 2100: 
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vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires 7%, (h=1,2,...%), 
h 


de manière que dans les points de V les m premiers de ces 
vecteurs soient tangents à Vm. Le tenseur a’ définissant 
la métrique induite par Vn sur Vm sera calculé de la formule 11) 


In 


(1.37) du Y eii 


ali aa a 


et de méme 
(1.38) dix =D eli. 


Les deux dernières relations donnent immédiatement que 
(1.39) aa = 


Prenons en considération dans tout point de l’espace V,p 
m;-directions non singulières, où 7=1.2,...p et 


Mit Mot 0 + Mp=N, 


mutuellement perpendiculaires, c’est à dire telles que chaque 
vecteur de l’une de ces m;-directions soit perpendiculaire 
à tous les vecteurs des m;-directions restants. Choisissons 
encore dans chacune des m;-directions m; vecteurs-unités mu- 
tuellement perpendiculaires. Nous obtiendrons de cette ma- 
nière dans tout point de V, n vecteurs-unités mutuellement 
perpendiculaires 


jA Ga jÂ gA À 
(NPD LÉ OU 
A2 m m+i n 


Si nous désignons par a? le tenseur métrique induit sur 
i 


une Vm, arbitraire tangente, au point donné à la m;-direction 
envisagée, nous obtiendrons pour Ce point la relation: 


(1.40) CALE gigi... GAH, 
1 2 p 


11) Comp. § 3, form (1.25). 
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Définissons encore l’affineur de liaison Bz qui nous permet, 
de calculer les V,,-composantes des grandeur dans Vn. Nous le 
ferons à l’aide de la formule suivante: 


(1.41) B= leirin. 
ali aa a 
Des relations (1.37), (1.38) et (1.41) résulte immédiate- 
ment que 


x 4 r 
Bi=a4*4@u2. 


La Vm composante d’une grandeur que l’on pourrait nommer 
composante parallèle à l’espace V se calcule par la contraction 
avec l’atfineur BZ. Ainsi p. ex. nous appelons la V,,-compo- 
sante de l’affineur de courbure de l’espace V, l’affineur 
K'yux" défini dans les points de l’espace Vm par la formule: 


(1.42) Ka = Kaen By Be by Br. 
Des relations (1.38) et (1.41) nous avons aussi: 
(1.43) dB Ba; 


az, est done la Vin RIE du tenseur métrique de 
l’espace Vr. 

Si une grandeur de l’espace V, est égale à sa V,-compo- 
sante, nous dirons que cette grandeur est située elle-même 
dans Vm. Ainsi p. ex. le vecteur v* tangent à Vm vérifie la re- 
lation: 


TIMO 
v Bi=v. 


Il est évident que la V,,-composante d’une grandeur de 
l’espace V, ne peut étre définie que dans les points de l’es- 
pace Vm. 

Donnée par la formule (1.42), la Vn composante de l’affineur 
de courbure de l’espace V, s’appelle affineur de courbure 
extorqué de sous-espace Vm. 

Si nous choisissons dans l’espace Vn un système de coor- 
données (x) tel que le sous-espace considéré Vm soit donné 
par l'équation ¿= où p=m+1,...,» on aura pour le tenseur 
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de la métrique induite, comme il résulte des formules (1.37) 
et (1.38), les relations suivantes: 


a'4# —az,=0 pour À ou py=m+1,...,# 


Seules les composantes aj, ou b,c=1,2,...,m peuvent être 
différentes de zéro. 

Définissons maintenant aux points de l’espace Vm l’affineur 
Ki," au moyen des égalités suivantes dans le système des 
coordonnées donné 


Kint S 2 fa Toe 2T ole] lia ’ 


(1.44) où Las = 4.0/4 (Iq dba + Op ad — da das) 


pour a,0,¢c,d=1,2,...m et 
IEEE 
dans tout autre cas. L’affineur de courbure K,,i* est done 
un affineur de courbure de sous-espace Vm considéré comme 
un espace riemannien indépendant avec la métrique définie 
par le tenseur aix. Cet affineur s'appelle aussi affineur de 
courbure absolue de sous-espace Vm. Il est eu général différent 


de l’affineur K, ni défini par la formule (1.42). Nous pouvons 
à cet effet démontrer la proposition suivante ). 


L'affineur de courbure de l’espace Vm plongé dans l’espace V n 
et géodésique dans un certain point) est égal à la Vm-com- 
posante de l’afjineur de courbure de l’espace Vn au point en 
question. 


Le scalaire 


1 


(1.45) = m(m—1) 


Gee a’ gd 


12) Sch., Str., II, p. 133. 

13) Schouten, I, p. 99; II, p, 85. Le sous espace géodésique au point 
envisagé est formé p. ex. par l’ensemble de toutes les géodésiques sortant 
d’un point et tangentes à une m-direction non singulière. Nous appelons 
une géodésique tout ligne satisfaisant 4 l’équation Euler-Lagrange du 
calcul des variations se rapportant au problème des lignes les plus courtes 

dans l’espace envisagé. 
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s’appelle courbure scalaire extorquée de l’espace Vm. Dans le 
cas où Vm est géodésique au point envisagé, x’ est la courbure 
scalaire absolue dans ce point. 

Rappelons encore la définition de la mésure riemannienne 
de courbure de la bi-direction donnée au point P de l’espace Vn- 
Nous supposons que cette bi-direction est non singulière, 
c’est à dire qu’elle n’occupe aucune position spéciale par rap- 
port au còne des vecteurs asymptotiques. Représentons nous 
un ensemble des géodésiques tangentes au point P a tous 
les vecteurs de la bi-direction donnée. La surface à deux 
dimensions ainsi obtenue V, est géodésique au point P. La 
courbure scalaire de V, est dite mesure riemannienne de cour- 
bure de la bi-direction donnée 4), En considérant au lieu de la 
bi-direction, la m-direction (1< m<n) non singulière c’est à dire 
la direction qui n’occupe aucune position spéciale par rapport 
au cône des vecteurs asymptotiques, nous arrivons à la notion 
de la courbure scalaire de la m-direction qui est une générali- 
sation de la notion de la mésure riemannienne de courbure. 

Définition fondamentale. La courbure scalaire de sous- 
espace géodésique au point P et tangente à une certaine m-direction 
non singulière s'appelle courbure scalaire de cette m-direction 
au point P de l’espace 5). 


$ 5. Connaissances générales sur les espaces En, Cn, Sp. 

En. L'espace Vn quand n >2 est nommé espace einsteinien 
PF, 18), si le tenseur de Ricci X,, ne diffère que par le facteur sca- 
laire À du tenseur métrique a,1 c’est à dire quand on a la relation 
(1.46) | Ka = À apa. 

On peut démontrer +7) que le scalaire 2 doit être constant. 


14) Eisenhart, Riem. Geom. p. 79. 

15) Cette notion fut introduite dans la publication: J. Haantjes et 
W. Wrona, Uber konformeuklidische und Einsteiniche Raume gerader 
Dimension (Koninkl. Nederl. Ak. van Wetenschappen, Proceedings Vol. XLII, 
N° 7, 1939) et sera à la base des considérations ultérieures de la présente 
recherche. 

16) Schouten désigne par En l’espace avec la géométrie affine ordi- 
naire. Nous avertissons le lecteur que nous ne suivons pas les notations 
de Schouten et nous conformons 4 la convention adoptée par les géomé- 
tres americains. 

17) Sch., Str., I, p. 125. 
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L’équation (1.46) subsiste dans chaque espace V, mais dans ce 
cas À n’est pas toujours constant. 

En multipliant les deux membres de la formule (1.46) par 
aua et en sommant par rapport à deux indices u et À nous 
obtenons 


(1.47) HAT An 
et 

À 
(1.48) fer: 


L'espace E, possède done une courbure scalaire constante. 
Cn. Si nous introduisons dans l’espace Vn à la place de ax 
un nouveau tenseur métrique 


(1.49) (Ur —C On, 


ou o désigne un certain scalaire, nous disons que nous avons 
efféctué la transformation conforme du tenseur métrique. Au 
lien de parler de la transformation conforme du tenseur mé- 
trique dans un espace riemannien nous pouvons naturellement 
envisager deux espaces Vn et ‘V, avec les tenseurs métriques az, 
et ‘az, en supposant qu’à tous système de référence (x) dans Vn 
corresponde un tel système de référénces (x) dans Vn que 
pour les points ayant les coordonnées égales s'applique l’équa- 
tion (1.49). Nous dirons dans ce cas que les éspaces Vn et ‘Vn 
peuvent étre représentés mutuellement conformément. 
De la relation (1.49) résulte immédiatement: 


(1.50) SEO 


L'espace Vn, qui par une transformation conforme du 
tenseur métrique se change en un espace euclidien est nommé 
espace conformément euclidien et sera designé brièvement Cnr. 

Ou sait de la géométrie différentielle classique que chaque Va 
peut être conformément représenté dans un espace euclidien 
à deux dimensions. Definissons dans l’espace Vn le tenseur Lua 
par la tormule 

1 
Waal OU EURE 
( 5 ) Lui Kuat 2(n—1) 
Dans le cas n>2 il existe la proposition suivante 18): 


Kapn. 


18) Sch., Str., II, p- 202. 
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Vs est Cz quand (et dans ce cas seulement) le tenseur Lur 
satisfait identiquement à l'équation différentielle 


(1.52) Vo Lux = 0. 


VA est Cn pour n>3 quand (et dans ce cas seulement) on 
a identiquement 


4 
(1.53) Kouin= g Wr Lupa} 


les crochets droits qui se superposent indiquent que l’alter- 
nation doit être effectuée indépendamment par rapport aux 
couples des indices [v,z] et [A,2]. 

Citons encore une proposition qui à une grande importance 
pratique et qui permet de discerner si un espace est confor- 
mément euclidien 19). 


Vn west On que si les composantes de Vaffineur de courbure 
qui ont quatre indices différent entre eux s’annulent dans Geste) 
système de référence rectangulaire (h). 


Sn. L’atfineur de courbure dans l’espace riemannien V, 
a toujours la forme suivante 2°): 

(1.54) Konan = —2% divja Au 
ou x est un scalaire. 

Si l’affineur de courbure de V, dans le cas n>2 a la forme 
donnée par la formule (1.54), l’espace sera dit à courbure con- 
stante et sera désignée par Sn. 

. En multipliant les deux membres de la formule (1.54) 
par a” et en sommant par rapport à » et x on aura: 


(1.55) Ku=T— (au Aux — Qua Ayn) OU" =— X( Op, — Mapa) = 
=(n—1)x dua. 

De cette égalite résulte, en tenant compte de (1.46) et 
(1.48), que tout espace S, est pour n>2 einsteinien dont la 
courbure scalaire x est constante. De (1.53) et (1.54) résulte 
encore que chaque Sn est On. Reciproquement, on peut dé- 
montrer que l’espace conformément euclidien et einsteinien 
est à courbure constante. 


19) Sch., Str., II, p. 204. 
20) Sch., Str., I, p. 115. 


LES ESPACES EINSTEINIENS ETC 49 


De la proposition (1.52) et des relations (1.46), (1.51) ré- 
sulte directement que E, est toujours O, et à cause de la der- 
nière rémarque aussi 83. 

La proposition connue suivante nous permet de reconnaitre 
l’espace Sn. 


Vn n'est Sn que si les composantes de Vaffineur de courbure 
Kn avec plus que deux indices différents sont égaux à zero 
dans chaque système de référence rectangulaire. 


Chapitre 2 


Conditions nécessaires et suffisantes pour que l’espace riemannien Vn soit 
einsteinien En 

$ 1. Espace einsteinien à un nombre pair de di- 
mensions. 

A toute m-direction non singulière au point P de l’espace 
riemannien Vo, correspond d’une manière univoque une autre 
m-direction perpendiculaire qui n’a avec le premier aucune 
direction commune. Cette autre m-direction est aussi non 
singulière. En relation avec cette remarque nous allons dé 
montrer la proposition suivante: 

Prop. I. La condition nécessaire et suffisante pour que 
l’espace Vom soit un espace einsteinien 2) Hem est que dans tous 
les points deux m-directions arbitraires non singulières perpen- 
diculaires entre elles aient les memes courbures scalaires 2). 


Démonstration. Considérons dans un point P de l’espace 
Vom deux m-directions remplissant les conditions de la propo- 
sition ainsi que deux sous-espaces Vm et Vm tangents à elles, 
qui sont géodésiques au point envisagé. Désignons par a’ 
et a’ les tenseurs métriques de ces deux sous-espaces à m-di- 
mensions, par K', et E” les affineurs de courbure et par 
x’ et x” les courbures scalaires correspondantes. Les formules 
(1.25) et (1.37) nous donnent la relation 


(2.1) Wan =U ax + A ax 
et de (1.45) et (1.42) résulte que 
(2.2) K'=m(m=1)x'= Kuga a = Kyan BY BY BI Ba %a, 


21) Voir chap. I, p. 46. 
22) Voir chap. I, p. 46. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. : 4 
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a’ étant une grandeur de Vm, il s'ensuit que 
(2.3) a” BY Bi=a"”, 
ce qui donne pour (2.2) la forme: 
(2.4) m(m—1)2' = K! = Koya, a” att. 
On obtiendra pareillement que 
(2.5) m(m—1)x" =K" = Kong à a", 
Des relations (2.1) et (2.5) résulte que 
(2.6) K" = Krun (a*—a'™) (atà— a?) 
et en vertu de (1.31) et (1.33) on aura que 
(BL) ee aa DK, a Kale GEA Mone 


La formule (2.6), si l’on y applique la dernière relation 
ainsi que (1.35), prendra la forme: 
(2.8) K'=K-2Ku,0+ K'. 

Nous allons commencer par la démonstration de la né- 
cessité de la condition énoncée. Nous supposerons donc que 


l’espace soit einsteinien E2m. Dans ce cas la formule (2.8) en 
tenant compte de (1.46) et (1.47) prendra la forme: 


(2.9) K" =2mi—2 Raya + K". 
Des relations (1.28) et (1.37) résulte que 
(2.10) Aura =m 
et de l’équation (2.9) nous obtenons 
(2.11) due ZIO 
c’est à dire que 
(2.12) "=x". 
‘ Deux m-directions non singulières perpendiculaires entre 
elles et arbitrairement choisies ont done les mêmes courbures 
scalaires ce que nous voulions précisément montrer. 


Avant d’aborder la preuve de la suffisance de la condition 
- anoncée nous voulons démontrer le lemme suivant: 
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Lemme. Si le tenseur b,, est tel que dans chaque point de 
l’espace on a pour deux vecteurs-unités arbitraires p et q“ que 


(2.13) E Drap“ P= ebda 
P 
où 
E= Uw P“ pP” =p" p= 1, 
p 


E= Aur YY” =¢qd.=+1, 
q 


le tenseur bu sera proportionnel au tenseur du c'est à dire qu'il 
p y 
existera un scalaire A tel que 


(2.14) bin = Aaw. 


Pour le démontrer, remarquons que la relation (2.13) peut 
être récrite sous la forme: 


buv p“ p” _ buv@ g” 
cu g 
p q 
ou bien encore 


bu pp” _ bug” g 

Quy P"P" awg 
Chaque vecteur non asymptotique pouvant être pré- 
senté sous la forme v’—oi ou è” est un vecteur-unité et 
= Vanore? est un facteur scalaire de proportionnalité, 
la dernière relation subsistera aussi pour deux vecteurs arbi- 
traires p“ et q“ non asymptotiques. Envisageons maintenant un 
vecteur non asymptotique pf. Tout vecteur q” qui diffère 
suffisamment peu de p” est aussi non asymptotique. De la 
dernière relation résulte donc pour tous les vecteurs q” qui 

diffèrent suffisamment peu de pë l'identité: 


bun GQ? _ 
Quv QQ" 
où le scalaire À ne dépend pas du vecteur q“. 
Nous obtiendrons de là que: 


(buy— Aus) gg =9 


? 


ou bien que: 
bmw— À Guy = 0 


52 W. WRONA 


c'est à dire que 
Diva,» 
ce que nous voulions montrer. 


La suffisance. En supposant la relation (2.12) équiva- 
lente à (2.11), nous obtenons de l'équation (2.8) que 


(2.15) K—2K,,a'"=0 


ce qui doit avoir lieu pour une m-direction non singuliére 
arbitraire. 

Envisageons maintenant deux m-directions non singu- 
liéres ayant une (m—1)-direction commune. Les tenseurs mé- 
triques correspondants a’ et &4 peuvent alors être pré- 
sentés de maniére suivante 23): 


a'i = b+ ep*p*; é=p*p,=+1 

P p 

(2.16) @ *=b*+ egg; o= Gih = E 

q q 

où p* et q sont deux vecteurs-unités arbitraires perpendicu- 
laires à la (m—1)-direction commune et b* désigne le tenseur 
métrique correspondant à cette (m—-1)-direction commune. 
L’équation a lieu pour a’ et a’* et on obtient les relations: 


X-2Kub—2eKup"p°=0; 
p 

K—2Kub°-2eKugqg =0. 
q 


La soustraction de ces deux derniéres équations nous donne 
la relation: 


eKup'p?=eKag'g, 
Pp q 


qui a lieu, comme cela résulte de notre raisonnement, pour 
vecteures-unités pz, et qa arbitraires. Le lemme démontré 
nous donne que 

Kpa Aaya 
c'est à dire que l’espace envisagé est un espace einsteinien. 
La suffisance de notre condition est ainsi démontrée. 


23) Voir (1.37). 
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$ 2. Corollaires pour l’espace E4. 

Dans le cas de l’espace à quatre dimensions la proposition 
du $ précédant peut étre énoncée sous une forme différente. 
Dans ce cas m=2. Envisageons donc les courbures scalaires 
de deux bi-directions perpendiculaires entre elles. La courbure 
scalaire d’une bi-direction est en méme temps la mésure de 
courbure riemannienne; nous pouvons donc énoncer la propo- 
sition suivante. 

L’équation einsteinienne (1.46) n'a lieu dans V, que si dans 
chaque point deux bi-directions rectangulaires non singulières 
quelconques possèdent les mésures riemamniennes de courbure 
égales entre elles. 

De cette proposition résulte d’une manière naturelle et 
simple la proposition suivante: 


Proposition 2. L’equation einsteinienne 
Kuy= Aa» 


est équivalente à l'équation 
K. = a Keser 
var = a Noos Maordx y 


que l’on trouve chez SIBATA 24) et qui a déduit cette équi- 
valence par une voie directe assez compliquée. 


Démonstration. Dans le cas de l’espace è quatre dimen- 
sions, nous pouvons donner une autre forme a l’expression (2.4) 
de la courbure scalaire de la bi-direction. Désignons pour 
cela par f^” le bi-vecteur-unité 25) déterminé par l'une des 
bi-directions envisagées et par a7“ le tenseur métrique corres- 
pondant. On aura dans ce cas: 


(2.17) fre= ila 
12 
et 
(2.18) a= ete ei it 
1141 22 2 


2) Wave Geometry, Nr. 25, J. Sc. Hiroshima Univ. 8, 63, 1938. 
25) Voir chap. I, p. 38. 
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où ? et 7” sont deux vecteurs-unités perpendiculaires mutuelle- 
1 2 


ment dans la bi-direction donnée. Des relations (2.18) et (2.17) 
nous obtenons: 
(2.19) a Pigli — ge ibi + eeileqitid = Qeef ef. 
DATO AE) 16261 20001092: 12 
L’affineur de courbure X,,,, qui figure dans le second 
membre de la formule (2.4) étant alterné symétrique par rap- 
port aux indices v, y et aussi 4, x, dans le produit qui s’y trouve — 
a”*a't4 n’est donc importante que sa partie symétrique alternée 
relative è ces mémes indices. La formule (2.4) peut done 
étre écrite aussi sous la forme: . 


(2.20) Axa KE — a INEA 


En utilisant la relation (2.19), nous obtenons encore. 
Gi poner 
(2.21) u=— a Caf rita 


où e'=e;e, est égal +1 si le tenseur a, envisagé comme 
une grandeur de sous-espace correspondant V, est défini et 
—1 dans le cas contraire. La formule (2.21) n’est qu’une 
forme usagée de la définition de la mésure riemanienne de cour- 
bure d’une bi-direction °°). 

Choisissons dans la bi-direction perpenduculaire 4 la bi- 
direction envisagée précédemment au point donnée deux 
vecteur-unités a et A perpendiculaires entre eux. Le sy- 


stème des vecteurs i+, i7, i, i% détermine dans l’espace à quatre 
IR 2088: LE 


dimensions envisagé un certain système de référence rectan- 
gulaire. En désignant par /"** le bivecteur-unité de la se- 
conde bi-direction on aura: 


(2.22) pu 2nb 74 
3 4 
et parsuite 
tt e” My 4 {14 ” 
(2.23) Fe — g Kopf Pie 


26).Sch. Str., I, 117; II, 134. 
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Nous pouvons écrire maintenant l’équation (2.12) sous la 
forme suivante: 


(2.24) l Ki iP vu jf = €K yuan fre fra 


où e=e'e'’ est égal à +1 ou —1 suivant que l’indice du tenseur 
Qua est pair ou impair. 

Introduisons encore le quadri-vecteur-unité 2?) [4 défini 
dans le système de référence rectangulaire (h) déterminé par 
les vecteurs-mésures t, 4, cé 1, par la formule 


(2.25) ù 11234 7, 


Dans tout autre système de référence rectangulaire (h’) 
on aura 1128442}, où y est égal au déterminant de la trans- 
formation permettant de passer du système (h) au (4°). Il 
est facile de montrer se basant sur les formules (1.26), que 


(2.26) fair. 


La justesse de cette formule est manifeste dans le système 


de référence défini par les vecteurs 42, 74, 74, i. 
STE ET! 


Le fait que les deux bi-directions rectangulaires envisa- 
gées possèdent les mêmes mésures riemanniennes de courbure 
peut être écrit, en tenant compte de (2.24) et (2.26), sous la 
forme: 

(2.27) (Ema con EKO Toor Lor) f defi 0. 


La dernière équation est satisfaite identiquement par toute 
bi-direction, si 


(2.28) Here TS n TG re Te =0. 


et dans ce cas seulement. 

Si l’on prend en considération le quadri-vecteur de densité 
à poids —1, faux on verra facilemant que pour les systèmes 
de référence rectangulaires ont lieu les relations: 


(2.29) ngr = + Lyn 


27) Voir chap. I, p. 40, (1.26). 


56 W. WRONA 


et 
(2.30) a=|a;|= e. 


Dans les systémes rectangulaires l’équation (2.28) peut 
done étre mise sous la forme: 


(2.31) Kija 4 A KS tiny Merk 


a étant une densité du poids 2 ?8), le membre droit de la der- 
nière équation est un affineur. 
Ainsi done l’équation (2.28) est équivalente à l'équation: 


a 
(2.32) Kypax = 71 JG Noovu Notiz. 


Il en résulte que la relation (2.32) n’est autre chose que 
la condition pour que toutes deux bi-directions rectangulaires 
aient les mêmes mésures riemanniennes et notre proposition 1 
montre que la relation est aussi équivalente à l'équation 
d’EINSTEIN, (1.46). 


$3. Espace E, à un nombre quelconque de di- 
mensions. 

Si le nombre des dimensions n est quelconque nous avons 
la proposition suivante: 


Proposition 3. La condition necessaire et suffisante pour 
que Va(n>2), soit En est que dans chaque point toutes les 
(n—1)-directions aient les memes courbures scalaires. 


Démonstration. Considérons dans un point arbitraire P 
de l’éspace Vn deux (n—1)-directions et désignons par 4‘ 
et d* leurs tenseurs métriques correspondants. Nous pouvons 
présenter ces tenseurs sous forme suivante 


d'*— a'*— sp"p*; e=p"pu=+1; 

(2.33) site? A R i 

a = al’_eg'g'; e=" q= +1; 
q q 


où a est le tenseur métriques V, et p+, q* désignent deux 
vecteurs-unités perpendiculaires à (n—1)-directions correspon- 


28) Sch., Str., I, p. 54. 
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dantes. En désignant ensuite par x et x les courbures scalaires 
des (n—1)-directions en question, on aura les relations: 


cia nega a" — 
= sci (Eur, RER Konan a! p” p* + 
(2.34) + Kruis p” p* p" D); 
He ahead d” = 
EF ey (K — € Krun a” DIE Kopar at? 9" q + 


+ Kung dd 9°). 


En tenant compte dans le calcul des seconds membres 
des dernières formules des relations (1.31 — 1.3), nous obtenons: 


2 1 
= ————————— == lad A 
m au) =a ae ae DA) 
(2.35) j 
PF Se —— H gå). 
x CEN ep 22 Kyat g“) 


Si nous supposons maintenant que: 
(2.36) x=% 


Nous obtenons, en tenant compte des formules (2.35), la 
relation: 


(2.37) e K ua p” p= Fanta 
: p 


qui a lieu pour deux vecteurs-unités arbitraires p* et q. Il 
en résulte 29) que 


(2.38) Kua= A Apa, 


c’est à dire que l’espace doit être einsteinien. 


28) Voir chap. II, p. 51. 
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Réciproquement, si nous addmettons l’équation (2.38), 
dans ce cas, en prénant en considération les formules (2.35) 
(1.47 et (1.48), on obtient immédiatement que: 


1 1 


Troy) ds le 


(2.39) x =%= 


Toutes les (n—1)-directions ont donc dans chaque point 
de l’espace einsteinien la méme courbure scalaire égale a la 
courbure scalaire de l’éspace donné En. La proposition est 
ainsi démontrée. 

Nous donnerons encore une autre démonstration faite par 
M. GOŁĄB ). 

Nous voulons auparavant rappeler la définition de la cour- 
bure moyenne de l’éspace V, au point P dans la direction i, 


que nous désignerons par 0,. Représentons nous au point P 
un système de (n—1) vecteurs v7,07,...,0° tel que le système 
2 3 n 


A soit orthogonal et désignons par xi; la mésure 
n 


riemannienne de courbure de la bi-direction determinée par 
les vecteurs v? et 02. 
i e 


t 


Dans ce cas 


l1 — 7, i. 
il2 
On peut montrer que le scalaire 0,, ainsi défini ne dépend 
pas du choix particulier du système %7,07,...,0731). 
: Py 3 n 


Il existe la proposition suivante *?): 


La condition nécessaire et suffisante pour que le courbure 
moyenne au point arbitraire P ne dépende pas de la direction 
est que Vn — soit einsteinien c'est à dire En. 

Partant de là, il est très facile de montrer la justesse de 
la proposition 3. En effet: si les vecteurs v4, (î=1,2,...,), 

i 


30) M. Gołąb eût l’amabilité de me là communiquer dans sa lettre du 
7. 10. 1941. 

31) Eisenhart, Riemannien Geometry p. 113. 

82) Eisenhart R. G. p. 114. 
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définissent un système orthogonal de référence arbitraire, on 
aura immédiatement la relation 


n 


1 
carpa 


i,jlt 


où x désigne la courbure scalaire de l’espace Vn. La dernière 
relation peut aussi être écrite sous la forme: 


x(n—1)n =p; + (n—2) (n—1) xi, 


où o; est la courbure moyenne dans la direction v* et x; est 
i 


la courbure scalaire de la (n—1)-direction perpendiculaire au 
vecteur v*. La dernière formule montre que x; ne dépend pas 
i 


du choix particulier de la (n—1)-direction que si o; est indé- 
pendant du choix de v? au point P et dans ce cas seulement. 


La proposition 3 est maintenant une conséquence immé- 
diate de la proposition d’EISENHART citée plus haut. 

M. le professeur WAŻEWSKI a donné une autre généralisation 
de la proposition 1 pour le cas d’un espace à un nombre quel- 
conque des dimensions. 

Envisageons dans un point arbitraire de V, une certaine 
m-direction non singulière et désignons par x sa courbure 
scalaire ainsi qu’une (n—m)-direction perpendiculaire a celle ci 
ayant une courbure scalaire x. 


Proposition 4. Pour que Véspace Vn soit einsteinien 
En il faut et il suffit quien tout point la différence 
n(n—1)x—(n—m)(n—m—1)x soit indépendante du choix 
spécial de la m-direction envisagée. 


Cette différence est égale notamment à (n—1)(2m—n)x 
où x est la courbure scalaire de Vn. 
La démonstration de cette proposition est tout à fait ana- 


x 


logue à celle de la proposition 1. 
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Chapitre 3 


Conditions nécessaires et suffisantes pour que l’espace soit conformément 
euclidien 

§1. Espaces conformément euolidiens à un nombre 
pair de dimensions, Cam. 

Dans ce § nous démontrerons deux propositions qui se 
rapportent à certaines propriétés de la courbure scalaire de 
p-directions correspondantes. Ces propriétés caractérisent 
l’éspace conformément euclidien à un nombre pair de dimen- 
sions Com. 


Proposition 5. La condition nécessaire ei suffisante pour 
que l’espace riemannien à un nombre pair des dimensions Vom 
soit pour m2=2 conformément euclidien est que dans chaque 
point la somme des mésures riemanniennes de courbure du sy- 
stéme des m bi-directions non singulières mutuellement perpen- 
diculaires ne dépende pas du choix special du système. 


La somme des mésures riemanniennes de courbure, dont 
il est question dans cette proposition, est égale, comme on le 
verra, à mx ou x désigne la courbure scalaire de l’espace en- 
visagé. 


Démonstration. Choisissons un système arbitraire des 
2m vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires: td google 


2m 


et considérons m bi-directions définies par les bed es 


(3.1) AEAN 2171. AUENA 
142 3 4 2m—1 2m 
Ces bi-directions sont, comme cela résulte de leurs défini- 
tions, mutuellement perpendiculaires entre elles. En désignant 
par % la somme des mésures riemanniennes de courbure de 
ce système des bi-directions, nous obtenons, en tenant compte 
de (2.21), que 


k= — EK vurn PU — e Kayan Ri, 
(3.2) 12 1212 34 3 4 
j — €KyuanWiii— ... — eK È PB (pees 
56 56 5 6 Fom 1,2m 2m—1 2m 2m—1 2m 
où 
(3.3) eee eb o= i= dil 


id yu ij JRI, 
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Dans la formule (3.2) nous écrivons ùi” au lieu de ibi”, 


HU 

puisque l’affineur K,,2 est, en vertu de (1.31—1.3), alterné 

par rapport aux indices correspondants, et c’est uniquement 

la partie alternée du produit i qui joue un rôle dans cette 
PU 


formule. Dans un système rectangulaire de référence défini 
par les vecteurs 1, 74,...,i+, (n= 2m), la relation (3.2) prendra 
dz n 


la forme suivante: 
(3.4) —k= €K1212+€K3434 + € Kses6+t... 
12 34 56 


Introduisons un autre système des bi-directions mutuelle- 
ment perpendiculaires defini par les bivecteurs-unités: 
(3.5) VAR TES PRE ate as 
1082 3 4 5 6 2m—1 2m 
ou d’ailleurs: 
= a+ Bi; 
(3.6) e I a+ Pee=1 
*= ep — eat; DE 
37 111 3 3 
et d’où il s'ensuit que 
(3.7) e=e eb E —E€. 
ifm 11 5s nS 
Si l’on suppose maintenant que la somme des mésures 
riemanniennes de courbure des m bi-directions mutuellement 
perpendiculaires ne dépend pas du choix spécial de se systéme, 
on obtiendra également 
— k= £ Krum lat + Bi”) i" (ait + Bit) + 
(3 8) 12 1 3 2 1 3 2 
+ E€ Krpan (Ep P — eat”) W (Bet — ai) + Koper UU + 
34 ih al Ch 8) il i 33 4 5 6 5 6 


De là, en prenant en considération la relation a? +f?ee—1, 
13 
nous obtenons 
—k=a2[£K1212+€K3434+ EK5656 + ...]+ 
12 34 56 
(3.9) + Pele K2323+ € K1414 + e K5656 t.e] + 
1323 14 56 
+2eaB[eKi2s — £ Kissa]. 
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En vertu de la relation (3.4) et d’une relation analogue que 
l’on obtient en envisageant les bi-directions définies par les 
bivecteurs simples, 


Di, Qiks, 2j, 2 de dA, 
2 3 1 4 5 6 2m—1 2m 


la derniére égalité prendra la forme: 


(3.10) — k= aa) FP Ae ELi 32— £ Kiasal. 


Si l’on utilise (3.6), nous aurons encore: 
(3.11) eKias0=8Ki4s4. 


La dernière formule peut étre récrite ainsi: 


(3.12) Blasi Kuut” init. 
2 Nos te A 3 4 


Substituons dans (3.12) en place du système #7, i4, 74, 52 
1002 USWA 

des 4 vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires, un autre 
système ayant les mêmes propriétés, notamment le système 


(3.13) os We di, di be¥— yer, 
i 22 44 
où 
(3.14) y+dee=1. 
24 


On obtiendra alors 
z K, AE or) one Be) = 


3.15 
( ) -e Kumi (ösi yeild iss yet) 
22 44 22 
et encore: 
ey? Kiı232 HEY ÔK1432 +e yd K1234+ ed Ki434= 
(3.16) s 1 : ; 


m0 s2— € ÒK1439 — OK 1284 + ey’ Kissa. 


En vertu de la relation (3.11), la première expression du 
premier membre de (3.16) et la dernière expression du second 
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membre peuvent étre supprimées. Il en est de méme de la 
dernière expression du premier et de la première expression 
du second membre. Nous obtiendrons après ces réductions 


(3.17) 927 6( Kasse + Hizsa) =0 


et parsuite: 
(3.18) Kyas2 + K1234=0. 


En appliquant à la formule (3.2) une transformation du sy- 
stème des vecteurs 14,1? analogue à (3.6) on parvient à la ré- 
s la Z| 


lation 

(3.19) £ Hizas = € Kiss 

et de la, par une transformation analogue à (3.13), l’égalité 
(3.20) Re liCom= Oc 


En soustrayant membre à membre les égalités (3.18) et 
(3.20) et en tenant compte de l'identité: 


(3.21) Kypua = 0 
qui résulte directement de (1.31—2.4), nous obtenons: 
(3.22) 3 Kio3a 1234 — K1423 — Kigae = 3 K1234= 0. 


On peut démontrer pareillement la disparition de toutes 
les autres composantes de l’affineur Koua à quatre indices 
inégaux dans le système de référence défini par les vecteurs 


12, 74,...,74, c'est à dire dans un système rectangulaire arbitraire 
pià 2m. 
de référence. En vertu de la proposition citée 33), l’espace envi- 


sagé est done un espace Cəm. Nous avons ainsi prouvé la pre- 
mière partie de la proposition. 

Supposons maintenant que l’espace soit conformément 
euclidien c’est à dire que l’on ait les relations (1.51) et (1.53), 
car n>4. Dans ce cas la mésure riemannienne de courbure 
de la bi-direction définie par le bivecteur 20408 est donnée 


33) Voir chap. I, p. 48. 
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dans le système rectangulaire de référence considéré par la 
formule: 


1 
Ris Bo (&i1Lo9 + dooLa1) = 
12 12n — 2 


Il 
= pt 5 (eLos Fes) = 
12 — 2 1 2 


(3.23) 


—1 
= SO (EL SF e141) = 


al 
n —2 


(Tie alt) 


Nous pouvons maintenant, en nous servant de cette der- 
niére relation et des relations analogues, calculer % de la for- 
mule (3.4). Nous avons notamment: 

k=} L7 


n — 2 


(3.24) = (4x “n 


et ensuite, en vertu de (1.36), puisque n= 2m: 
(3.25) k= mx. 


Nous voyons que la somme des mésures riemanniennes de 
courbure du systéme des m bi-directions mutuellement rectan- 
gulaires est égale à mx c’est à dire ne dépend pas du choix 
spécial de ce système. La seconde partie de la proposition se 
trouve ainsi également démontrée. 

Passons maintenant a l’autre proposition que nous avons 
mentionnée au début de ce §. 


Proposition 6. La condition nécessaire et suffisante pour 
que l'espace Vom soit Com est que le somme des courbures scalatres 
des deux m-directions arbitraires mutuellement rectangulaires et 
non singulières soit independante dans chaque point du choix 
de ces deux m-directions. 

Nous allons montrer dans la suite que cette somme dans 
le cas en question est égale à 2%. 
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Démonstration. Nous n’allons pas envisager le cas par- 
ticulier de m=2 car dans ce cas on a affaire à la somme des 
mésures riemanniennes de courbure du système de deux bi-di- 
rections mutuellement rectangulaires. Ce cas fùt déjà pris en 
considération au cours de la démonstration de la proposition 5. 

Si m>2, pour prouver la suffisance de notre condition, 
il suffit de montrer que pour chaque groupe de quatre vecteurs- 
unités mutuellement rectangulaires 7”, s*, u”, v on a la relation 


(3.26) Kannisto =0. 


Si l’on envisage, en effet, un système rectangulaire de ré- 
férence arbitraire et si l’on substitue dans (3.26) en place de 
r*,s*, u*,v* quatre vecteurs-mésures quelconques de se sy- 
stème, on constate le fait que les composantes de l’affineur 
de courbure K, à quatre indices inégaux disparaissent pour 
le système de référence rectangulaire envisagé et parsuite pour 
tout autre système rectangulaire. Il s'ensuit, que l’espace en- 
visagé est conformément euclidien, ce que nous voulons préci- 
sément montrer. 

Remarquons que la relation (2.8) nous donne la formule 
suivante pour la somme des courbures scalaires de deux m-di- 
Tections rectangulaires 


Ù GRZ 1 r i a 
+= ape += 
(3.27) 1 | 
i SR ee gro WEMA , 
mn y E Ea 2K). 


Si cette somme doit être la même pour chaque couple de 
m-directions rectangulaires, l'expression (3.27) doit être indé- 
pendante du choix de a’. Calculons la somme considérée 
pour a‘? et a’ donnée par la formule (2.16) et égalons entre 
eux les expressions obtenues. Nous aurons la relation: 


K—2K pab — 2eK app + 
s 
+ 2K bb 44 e Kuan b” p“ p +2.KypanP p p“ p = 
=K-2Kub—2eKud'd + 
q 


+ 2 Keyan bb + 4e Kruin bg 4 2K add. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 5 
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Remarquons d’abord que dans la formule obtenue les 
dernières expressions de deux membres s’annulent en vertu 
de (1.31). Si l’on effectue ensuite la réduction, on obtient que 


(3.28) €(2Eyuaxb”—Kua)p"p=e(2Kyuaxb"—Kua)d'd, 
P q 


où b” est le tenseur métrique correspondant à une (m—1)-di- 
rection arbitraire et p* et g* désignent deux vecteurs-unités 
arbitraires perpendiculaires à la (m—1)-direction considérée, 
De là, en vertu de la proposition démontrée 34), résulte 
que la composante de la grandeur K,,:0°”—Ky1 dans la 
(n—m+1)-direction perpendiculaire à la (m —1)-direction don- 
née doit être proportionelle au tenseur métrique correspondant 
à cette (n— m+ 1)-direction. Il s'ensuit qu’on aura la relation 


(3.29) 2 Koya bt" — Kars’ =0 


où r” et s* sont deux vecteurs perpendiculaires entre eux 
et à la (m--1)-direction donnée. 

Envisageons maintenant deux (m—1)-directions perpen- 
-diculaires aux vecteurs 7* et s* et qui possedent une (m—2)-di- 
rection commune, ce qui est possible, puisque m >2. Les ten- 
seurs métriques Db et 0” qui leurs camespendens peuvent 
étre écrits sous la forme 


pu gia emm"; E = mêm = ae il ; 
(3:30) È = 


Au Au ak. À 
ot =O tenn”; en n= +1, 
n n 


où c# est le tenseur métrique correspondant à la (m—2)-di- 
. rection commune et m* et n* sont deux vecteurs-unités per- 
pendiculaires à la (m —2)-direction envisagée et aux vecteurs 
r* eb 8*. 

Si l’on substitue dans la relation (3.29) en place de b“ 
tour à tour b“* et b“*, on obtient 1 équation suivante: 


2K yuan ce rusi+ 2e Kyyax m? mr! s4— Kpa ru gh — 0; 
m 


(3.31) 
2 Kya TS + 2e Kya, n Nr s*— Kart si = 0. 
n 


34) Voir chap. II, p. 51. 
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En soustrayant membre à membre les deux dernières 
équations, nous obtiendrons la relation: 


EK vuar resim” m* = EK yyax ql gt Wn*, 
m n 


J] est facile de voir que dans la dernière relation c’est uni- 
quement la partie symétrique de l’affineur de courbure re- 
lative aux indices v et x qui joue un réle. Nous pouvons done 
l’écrire sous la forme: 


(3.32) E Kopat" simm = € Kinua t" sinn”. 
m n 


Si lon fait maintenant un raisonnement analoque à celui 
que nous avons fait pour obtenir (3.29), on parvient à l'équation: 


(3.33) Kenai e w0 =0 


où 74, S“, ul, v” désignent 4 vecteurs-unites arbitraires mutuel- 
lement perpendiculaires entre eux. En intervertissant entre 
eux les vecteurs s* et v dans la formule (3.33) nous obte- 
nons la relation 


(3.34) Kojur" stur v= 0. 


La soustraction membre à membre de deux dernières 
équations conduit è la formule 


(3.35) 3 (Kouix JF Kruw— K ruza — Kauw) re s? u*v*—0 


laquelle, si l’on applique les relations (1.31—1.2) ainsi que 
(1.11), donne: 


(3.36) $ Koyan tt stu” = 0. 


Réciproquement, si nous admettons que l’éspace considéré 
soit Com, c'est à dire l'existence des relations (1.51) et (1.53), 
on aura, en portant de (3.27) la somme x'4+x' des courbures 
scalaires de deux m-directions perpendiculaires, la formule 
suivante: 5 


vi 1 


esa bd eer rry jess tua 
z +x ee 2K aa "24 


(3.37) 
+ 


D lux gy! vx 
FE Ava Lyra “a } 


5* 
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Calculons à part la dernière expression entre crochets de 
cette relation. Nous avons, notamment, à cause de (1.10) 


(3.38) Aya Lug a*a’ ei = + la Ayala, 
Oy Diy gt Oy,L,,]0' a’, 
Il résulte cependant des relations (1.37) et (1.41) que 
(3.39) aa "= Be 
Si l’on tient compte du fait que a’ est une grandeur de 
sous-éspace correspondant dans V2, on aura encore: 
(3.40) GARE = 


En appliquant à la relation (3.38) les deux dernières formules 

ainsi que (2.3) et (1.51) nous obtenons: 
Ata Lu ara = t (ES ila ML,, ia mL, ary Lya a'*i] a 
Jk 


m lux m1 lux 
= luna = Luna! = 


m(m—1) 
4(2m— e 


L’expression (3.37) aura done maintenant la forme: 


, ETES 1. TEN lu? 
(3.41) w+ cei 2K 4,0" + 
a | aN: SS 
TOR i ini m(2m— 1) ds 


La somme des courbures scalaires du système de deux 
m-directions perpendiculaires dans l’espace Co, ne dépend 
donc pas du choix spécial du système. La seconde partie de 
notre proposition est ainsi démontrée. 


$ 2. Espace C.. 

Les considérations du $ précédent nous permettent d'obtenir 
les propositions nouvelles qui caractérisent l’espace confor- 
mément euclidien à quatre dimensions, notamment: 


Proposition 7. La condition nécessaire et suffisante pour 
que V, soit conformément euclidien est que l’on ait l'identité 


(3.42) Kurt i OK rp ora t 4 X ty ue) =0. 


Remarquons d’abord que la mésure riemannienne de cour- 
‘ure d’une bi-direction est en même temps, comme cela ré- 
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sulte de la définition, la courbure scalaire. Ainsi done dans le 
cas de l’espace a quatre dimensions la différence entre les deux 
propositions du $ précédent disparait et nous obtenons la pro- 
position unique suivante: 

Pour que l’espace V, soit un espace O, il faut et il suffit qu’en 
tout point la somme des mésures riemanniennes de courbure 
d'un systéme arbitraire de deux bi-directions mutuellement per- 
pendiculaires soit indépendante du choix special de ce sysième. 

Nous avons pour cette somme dans le cas envisagé la 
formule 


(3.43) n't x= 2x. 


La relation (3.43), en tenant compte des formules (2.21) 
et (2.23), peut étre écrite sous la forme: 


(3.44) © Kaya f” OA 6 Kopal hf By, 


où f'** et fe sont deux bivecteurs unités de deux bi-directions 
correspondantes perpendiculaires entre eux et e’ resp. £” sont 
égaux —1 ou +1 suivant que les bi-directions correspondantes 
possèdent les vecteurs asymptotiques réelles ou ne les possèdent 
pas. Des relations (1.22) et (1.25) on aura encore: 


(3.45) Oy, Ay, f= 2e". 

En multipliant les deux membres de (3.44) par e’ on aura 
en tenant compte de (3.45) l’équation: 
(3.46) CE der E Koule et TODI Aaya E, 


où e=e'e'’=+1, le signe dé e étant celui du déterminant 
a= A . 

En substituant dans (3.46) au lieu de f’’* une expression 
égale donnée par la formule (2.26), nous obtenons: 


(3.47) Les de = Resor Jee oran 42,104 joef a= 0. 


La dernière équation s'applique à un bivecteur-unité arbi- 
traire J”# si l’on a identiquement: 


€ 
(3.4 8) 4 Kgn x ques Lesa TESTO +4x livia alal = 0 
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et dans ce cas seulement. Dans cette formule apparait le pro- 
duit alterné awatu car il est évident que c’est uniquement 
sa partie alternée qui joue un rôle dans la formule (3.47). Un 
raisonnement identique à celui que nous avons fait pour obtenir 
la relation (2.32) conduit à l’équation suivante, équivalente 
à l'équation (3.48): 


(3.49) HG x + + a Kerot ovulos + 4 % Aiva Ouid = 0. 


Comme cela résulte de notre raisonnement, la relation 
(3.49) équivaut à la condition que la somme des mésures rie- 
manniennes de courbure de toutes les bi-direotions perpendi- 
culaires entre elles soit dans tout point de V, indépendante 
du choix spéciai de ces bi-directions, c’est à dire que l’espace 
envisagé V, soit C,. 

Si l’on se base sur la proposition citée %5) on en tire: 


La proposition 8. L’équation (3.49) est équivalente dans 
l’espace V, à Véquation 


(3.50) Ier = 21a Lyin 
ou 
(3.51) D ko ia, 


L’équivalence des relations (3.49) et (3.50) peut ètre montrée 
directement par la voie suivante: 

Si nous écrivons la relation (3.49) pour un système quel- 
conque de référence rectangulaire, il en résultera la dispa- 
rition dans chacun de ces systémes de toutes les composantes 
de l’affineur de courbure à quatre indices inégaux et on par- 
vient à la relation (3.50). 

Supposons maintenant, que l’affineur de courbure à quatre 
indices remplisse la condition (3.50) et calculons le premier 
membre de la relation (3.48); en le désignant par J,,,,, on aura 


€ ; 1 
lyya a Kopah JE evor Te sy dani ZE Mota Qua in 
(3.52) 


€ 1 
= 2 tya uat tota Lan sud ant 3 Katvaru: 


35) Chap. I, p, 48. 
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Nous allons nous occuper avant tout du terme du milieu 
de la dernière expression que nous désignerons, pour abréger, 
par 8,,2- Le quadrivecteur-unité 1e, étant alterné par 
rapport aux indices @,o et aussi v, u on aura donc: 


1 € 
(3.53) Syuar — 9° Cow Lo Ie Tax glo TRUE a ay Agu: 


En nous basant sur la définition de la grandeur I,,,,,, 
nous pouvons obtenir que #%) 


(3.54) Tonix LO? = 66 Af AG AM. 


onAx 


La relation (3.53) aura donc la forme: 


Sona OU ani agu Aly AG Ag = 3 Ly" Arv Anu = 


van 


(3.55) | 
= Ly” taw dau — La iyii Gaga + La Upi da 
Profitant de la relation facile à verifier: 


(3.56) Alul evo = Aa oa = Vale viol 


ainsi que de la relation (1.10) nous pouvons donner à la formule 
(3.55) la forme suivante: 


(3 57) Spurn = Ly" auw Ax) p) — Liw Valu =r Lay alu = 
= La Vay — 2 Lite Gaya - 


Mais de la relation (3.51) résulte 
(3.58) Lji=—K+ 4K=— 4K. 

Les grandeurs a,, et L,, sont les tenseurs, done 
(3.59) Svuan = — FE Aa Fata — 2 Uta Lu - 


En substituant la dernière expression dans la formule (3.52), 
nous obtenons que 


Luan = 241, L ya HE ax Agg 2 Ara Lura +3+Kanu Cun = 0. 


La formule (3.48) et, par conséquent, (3.49) résultent de la 
formule (3.50) ce qui démontre leur équivalence. 


86) Sch., Str., I, p. 29 et 53. 
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$3. Espace Cn à un nombre quelconque des di- 
mensions, n. 

HAANTJES?) a étendu les résultats du premier $ du présent 
chapitre aux espaces à un nombre arbitraire (pas nécessaire- 
ment pair) de dimensions. Il envisage, notamment, dans 
l’espace V,p (p=2) m:-directions mutuellement perpendicu- 
laires et suppose que les nombres Mı, Mp,..., Mp Satisfont aux 


P 
(3.60) n—1>m>1 et X m=n. 
ili 
En désignant par al, Ca les tenseurs métriques qui 
Pp 
correspondent à ces m;-directions et par %1, %2,...,%p les cour- 


bures scalaires correspondantes, HAANTJES énonce: . 


La proposition 9. La condition nécessaire et suffisante 
pour que l’espace Vn, n>4, soit un espace conformément eucli- 
dien est que la somme 


(3.61) Mixy + Mg H -+ Mp%p 
soit pour un système de nombres m; remplissant les conditions 
(3.60) dans tout point de Vespace pour un système arbitraire 


des mi-directions mutuellement perpendiculaires indépendante du 
choix de ce système des m;-directions. 


On verra dans la suite que cette somme est constamment 
égale à nx ou x désigne la courbure scalaire de l’espace Vn. 

Remarquons que si n—2m et p—m, dans ce cas: 
M =M, =... =Mp=2 et on aura de la dernière proposition, 
comme cas particulier, la proposition 5. Si enfin, n=2m, 
p=2 et m=m,=m la proposition 9 concorde avec la pro- 
position 6. 


Démonstration. En démontrant la proposition de 
HAANTJES nous n’avons pas besoin de nous occuper du cas n =4 
dont l’étude fut épuisée par chacune des propositions 5 et 6. 
Ceci est d’autant plus important que la démonstration que 
nous allons donner fait défaut pour n=4. 

Nous montrerons en premier lieu que dans les espaces 
conformément euclidiens la somme (3.61) est constamment 


37) Haantjes, Hine Charakt. ete. Proceedings Kon. Ned. Akad. v. 
Wetensch. Vol. XLIII, No 1, 1940. 
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égale à nx et, par conséquent, est indépendante dans tout 
point du choix spécial de p m;-directions mutuellement per- 
pendiculaires. 

De la formule (2.4) nous avons 


(3.62) mıxı = alal 
1 


ale 
ill 
Si l’on tient compte que pour l’espace Cn s'applique la 
formule (1.53), on obtient en vertu de (3.62) que 


Mi%1 = = sole alati ala AyyLya a 


Mi sins 
dn Ay, Ly, | a” at? — 
i à 
(3.63) = È [Lun — mL, a4*—m,L,, at*+ 
TESI n— -= 1 ee 1 Be 
de 
=D Te? 
“ate 


En vertu de (3.63) et (1.40) on aura pour la somme (3.61) 
la formule 


My + Matty +. + tip ep = — Lyla art. Saal 


es) é 
= E 3 Dy," 


(3.64) 


D'autre part, si l’on tient compte de (1.51), on a: 


= wre g (a 2)n 
(3.65) Luat" sali) Dae 5 K 
et de (3.64) on obtient 
(3.66) a +99 A pn (ER rr 


ce que nous voulions précisement démontrer. 

Nous passons maintenant à la démonstration de la pro- 
position réciproque. Supposons donc que pour un certain 
système fixé de nombres mi, (i=1,2,...,p) (remplissant les 
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conditions (3.60)) la somme (3.61) ne dépende pas du choix 
. spécial des m;-directions mutuellement perpendiculaires. 

Nous voulons affirmer que dans ce cas l’espace est confor- 
mément euclidien. Considérons auparavant le cas particulier 
p=2 c'est à dire où l’on a àffaire à une certaine m,-direction 
perpendiculaire à la m,-direction et 


(3.68) m+tm=n; a” +a” =a”. 
1 2 


Nous pouvons également admettre qu'un des nombres 
Mı, Mg soit plus grand que 2 (le cas où m,=m,= 2 fut l’objet 
de la proposition 5). Nous pouvons maintenant écrire la somme 
(3.61) sous la forme: 


i 
Mit m= 7 Kaede Kyu gg VU = 
M — 1 1 ca 2 2 


IL 
= = ara Bouin” Ue sl 
(3.69) cast 1. = 


: waa?) = 


1 7 
Mm =] da prua Sica K 2K,,0". 


La somme m,x, + Ma% étant indépendante du choix spécial 
de la m,-direction, la dernière expression ne dépend pas éga- 
lement du choix spécial du tenseur a“*. Considérons maintenant 

1 


deux m,-directions possédant une (mj—1)-direction commune 
et désignons par a“? et 4? les tenseurs métriques qui leur 
1 1 


correspondent. On à dans ce cas les relations: 


GHA bA seppi; a C= Dag 
(3.70) i P P 
Tra brit eqq; = e= 00y, 
1 q q 


où br? est le tenseur métrique correspondant à la (m;—1)-di- 
rection commune et p* et g sont deux vecteurs-unités perpen- 
diculaires à cette direction. L’expression du second membre 
de (3.69) ayant la méme valeur pour as et pour aut, on obtient 
done: 
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|x- ATE p E A p"p* + 
P 


(E ae 0” BA + 2 ; K vu br prp) T 


= [K-20 — 20K, at + 
q 


n—2 


Tora dba Bie Ki ia »], 


` d’où, après la réduction: 


n—2 a 
SA, = cel Kyuaxd” |= 
(3.72) ý 
= a (at È sn Seed om) g“ g. 


Dans cette équation p“ et q” 'sont deux vecteurs-unités 
arbitraires perpendiculaires à la (m,—1)-direction envisagée. 
Îl s’ensuit que ?8) 

(3.73) —K ser + FL 76 osuna 

5 u M — 1 vuàx r 

pour deux vecteurs arbitraires s“ et 7“ perpendiculaires entre 
eux et à la (m,—1)-direction. 

La derniére équation a lieu indépendamment du choix 
spécial de la (m,—1)-direction envisagée pour les tenseurs bas 
et bê“ déterminés par la formule (3.30) correspondant à deux 
(m,—1)-directions, ayant la (m,—2)-directions commune ce qui 
est possible puisque m,>2, nous obtiendrons donc: 


(3.74) —K pas” r? 


K puin Ost r+ EK uam” m* ser’ ) = 0 
m 


et 


n—2 
—kK,astr4+ n (Kopar stri + € K yuan 0 8477) = 0 
n 


=l 


La soustraction de deux dernières équations conduit à la 
relation: 


38) Voir p. 66 (3.29). 
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n° n* sl rà, 


ASTA 
(3.75) RT =EKyuz 
n 


qui a lieu pour les vecteurs-unité arbitraires n“ et m” per- 
pendiculaires à sf et r”. Il résulte de là que pour quatre vecteurs 
arbitraires mutuellement perpendiculaires wu’, v’,s”,7” on aura: 


(3.76) Kiwna WO 8474 = 0. 


La dernière relation est identique è la relation (3.33). il 
en résulte que toutes les composantes de l’atfineur de cour- 
bure a quatre indices inégaux disparaissent dans les systémes 
de référence rectangulaires, c’est à dire que l’espace considéré 
V, est conformément euclidien. La proposition est donc dé- 
montrée dans le cas p=2. Si p>2 nous pouvons montrer 
pareillement que la relation (3.76) a lieu pour quatre vecteurs 
arbitraires perpendiculaires entre eux appartenant à une 
(m,-+ m,)-direction. Dans la démonstration il faut considerer 
comme fixées toutes les m;-directions pour i= 3,4,...,p et de 
faire varier par la méthode exposée la m,-direction et la m,-di- 
rection dans le cadre de la (m,+m,)-direction. Conformément 
à notre supposition, la (m,+m.)-direction envisagée peut être 
choisie arbitrairement; il s'ensuit que l'égalité (3.76) doit 
avoir place pour 4 vecteurs arbitraires mutuellement perpendi- 
culaires. Cette méthode sera en défaut quand 


M = Mo =... =Mp= 2 


mais dans ce cas la proposition que nous voulons prouver 
concoure avec la proposition 5. La proposition de HAANTJES 
est ainsi démontrée. 


Chapitre 4 


Conditions nécessaires et suffisantes pour l’espace soit à courbure 
constante 


$ 1. Généralisation de la proposition de F. SCHUR. 
La mésure riemannienne de courbure de la bi-direction 
dans l’espace Vn, (n>2), définie dans le premier chapitre 
possède une propriété importante exprimée par la proposition - 
suivante connue sous le nom de proposition de F. ScHUR®9). 


39) T. Levi Civita, p. 126; Eisenhart, p. 82. 
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& 
„Ý 8i la mesure riemannienne de courbure de la bi-direction 
È non singulière est indépendante dans chaque point du choix spé- 
cial de cette bi-direction elle ne varie pas d’un point a Vautre 
c’est à dire qu'elle est constante dans tout l’espace. 


L'espace V, est dans ce cas un espace à courbure constante 
Sn et son affineur de courbure remplit identiquement la con- 
dition 49) 


(4.1) K px = — 2% Aria ua 


La proposition de F. SCHUR peut être généralisée de la 
manière suivante: 


Proposition 10. Si dans l’espace V pour un certain nombre m 
remplissant la condition 1<m<n la courbure scalaire de la 
m-direction est dans chaque point indépendante du choix spé- 
ciale de cette direction elle ne varie pas d'un point à l’autre. 


Il résulte aussi de ces mêmes prémisses que dans lè 
cas m<n—1 l’espace envisagé est un espace Sn, il n’est que 
l’espace En, si m=n—1. 


Démonstration. Dans le cas m=n—1 il résulte de nos 
suppositions et de la propositions 2 que l’espace envisagé 
est einsteinien En, chaque (n—1)-direction aura une courbure 
scalaire égale à celle de l’espace En!) laquelle, comme nous 
le savons, est constante #). Pour démontrer la proposition dans 
le cas m<n—1 nous envisagerons au point arbitraire P deux 
m-directions possédant une (m—1)-direction commune et dé- 
signerons par a’ et a'#* les tenseurs métriques correspon- 
dants. Nous pouvons présenter ces tenseurs sous la forme 
donnée par les relations (2.16). Pour la courbure scalaire de 
ces deux m-directions nous avons les formules: 


= E ON er 
= mimi) rana E 
(4.2) A 
È 4 = m(m—1) 1) TGS was ara. 


4) Voir p. 48, f. (1.54). 
4) Voir p. 58, f. (2.39). 
42) Voir p. 47, f. (1.48). 
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De notre supposition et des relations (2.16) et (4.2) nous 
obtenons: 


Lp: bua b =e 2E K pura g” i bed <F Gore qt g g” g“ = 
P 7 


4.3 

Ge = K ppa btb” + e Kayan R O + Kayan BY PAPERS 
et dè là 

(4.4) SS 


La dernière équation s’applique à une (m—1)-direction 
quelconque et à tous les couples des vecteurs-unités p”, g” 
perpendiculaires à cette (m—1)-direction. Il en résulte que 4) 


(4.5) K „pabiros = 0 


où 7” et s* sont deux vecteurs perpendiculaires entre eux et 
à la (m—1)-direction envisagée. 

Si m—122, l'équation (4.5) peut être récrite pour deux 
(m—1)-directions ditférentes dont les tenseurs métriques bir 
et b* correspondants sont donnés par la formule (3.30). La 
soustraction de deux équations ainsi obtenues nous donne 


KO ig A in a MEATS Kar e — 
(4 6) m © 
- 2 
— € Kuga nr! 8° 
un 
et ensuite: 
(4.7) € Ka m” mr? s*= e Ky pg, NA 7° 8*; 
m n 


où mf et nf sont deux vecteurs-unités arbitraires perpendi- 
culaires aux vecteurs r” et s*. De la relation (4.7) résulte que: 


(4.8) Kuna VAT 8*= 0 


pour tous les quatre vecteurs perpendiculaires entre eux 
u”, v”, r*, s”. En vertu des formules (1.30—1.3) la dernière 
relation est équivalente a l’équation 


(4.9) Koant stw v* = 0. 
Cette relation étant identique 4 la relation (3.33) il en 
résulte que l’espace envisagé est conformément euclidien. 


43) Voir p. 66, f. (3.29). 
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Pour la courbure scalaire x’ de la m-direction dont le ten- 
seur métrique correspondant nous avons désigné par a, 
nous obtenons maintenant sur la base de (1.53) et de (3.63) 


la formule 
—2 
pc —E-E tur, 
(4.10) # M) Lua 
Nous pouvons récrire cette éguation pour deux m-directions 
dont les tenseurs métriques correspondants a'# et 4’ sont 
donnés par les formules (2.16). De là, en nous basant sur la 


supposition que 


(4.11) x'—y', 
nous obtenons que 
—2 —2 # LÀ 
(ele) m(n—2) L pa (0*4 AE Ri j= mn=2) De eta ea) 
et de la 
(4.13) eL,,p#p*= e L# geg", 
P q 


où pë et g sont deux vecteurs-unités arbitraires. Nous en 

concluons que 44) 

(4.14) Lux = 04. 
L’affineur de courbure revètira actuellement la forme 45) 


4 
(4.15) K yuan = m — 2 © Uva uia- 


Si l’on substitue dans cette relation 


n— 2 
2 


a 


(4.16) o= — x 


nous aurons 
(4.17) K ppan = — 2% Mya Au: 
Notre espace est ainsi un espace à courbure constante 


et x est une constante. 
Des formules (4.10), (4.14), (4.16) nous obtenons 


— 2 2—n 
alli MAST SERI I ui — = 
(4.18) x (n—2) Oe nee a 


4) Voir p. 51, f. (2.14). 
45) Voir p. 48, f. (1.53). 
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La courbure scalaire de la m-direction, étant égale a celle 
de l’espace Sn, est constante. C'est précisement ce que nous 
nous proposions de montrer. 
| Il faut encore remarquer que cette preuve renferme aussi 
le cas exclu m—2 car dans ce cas la relation (4.9) résulte 
directement de la. relation (4.5). Dans ce cas notre proposition 
concorde avec la proposition de F. SCHUR. 


§ 2. Corollaires pour éspace Sn. 
De la démonstration que nous venons de donner plus haut, 
résulte immédiatement la proposition suivante: 


Proposition 11. Pour que l’espace V, soit un espace Sn 
al faut et il suffit que pour un certain nombre m où 1<m<n—1 
la courbure scalaire ae la m-direction dans chaque point ne dé- 
pende pas du choix spécial de cette m-direction. 


De la proposition 2 chapitre 2 et de la proposition F. SCHUR 
valable pour V, (n=3) résulte comme conséquence la propo- 
sition connue suivante. 


Tout espace einsteinien E, est à courbure constante c'est 
à dire un espace S3. 


En effet si l’on a Æ, on aura en vertu de la proposition 2 
que la courbure scalaire de la bi-direction queleonque est 
constante et de la, en tenant compte de la proposition de 
SCHUR, on en concluera que l’espace est à courbure constante. 

L’espace & courbure constante est en méme temps un 
espace conformément euclidien et einsteinien. L’espace à quatre 
dimensions a courbure constante S, satisfait done aux rela- 
tions (2.32) et (3.49). En les soustrayant on obtient: 

(4.19) a Ke N ovu Moran = — 8% Apa Aun’ 

Reciproquement, si dans l’espace V, a lieu l’identité (4.19) 
il est facile de voir que toutes les composantes de l’affineur 
de courbure possèdent au moins trois indices différents dispa- 
raissant dans les systèmes de référence rectangulaires. L’espace 
considéré est donc S4. Nous pouvons énoncer la proposition: 


Proposition 12. Dans l’espace Vi les relations (4.1) 
ci (4.19) sont équivalentes. 


SUR L'ÉVALUATION DU DOMAINE D'EXISTENCE DES 
FONCTIONS IMPLICITES RÉELLES OU COMPLEXES 


Par TADEUSZ WAZEWSKI (Cracovie) 


L’évaluation du domaine d’existence des fonctions impli- 
cites y;= p'(a,...,ep) déterminées par le système d’équations 


Pise: Lpr Vars Yn) =O (t= 1,..., n) 


sera basée sur une notion que nous appelons allongement 
supérieur ou inférieur d’une suite de fonctions. 

Dans le § 1 nous donnons une définition analytique (cf. § 1, 
VII) et géométrique ($ 1, XIX) des allongements en question 
et quelques propriétés de ces notions. Nous indiquons, en 
particulier, quelques limitations de ces allongements (§ 1, XII). 

Les Théorèmes 1 et 2 (§ 2) fournissent des évaluations 
du domaine d’existence des fonctions implicites. 

Le Théoréme 3 (§ 3) évalue le domaine d’existence de la 
transformation inverse d’une transformation donnée. 

Le Théorème 4 ($ 4) évalue le domaine dans lequel une 
transformation uniforme est univalente (cf. la définition dans 
le § 4). 

Le § 5 est consacré aux évaluations en question relatives 
aux équations legèrement perturbées. 

Les démonstrations s'appuient sur la théorie des équations 
différentielles. J'ai communiqué un cas particulier de ces 
resultats avant la guerre et ceux du présent travail au cours 
des seances mathématiques en conspiration pendant la guerre. 

La définition géométrique des allongements ($1, XIX) 
suggère une extension des théorèmes 1—4 au cas des fonctions 
implicites dans les espaces vectoriels, normés et complets 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 6 
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de BANACH!). Sur ce terrain les démonstrations ponvent 
être effectuées par une méthode plus élémentaire. 


$ 1. Allongements inférieur et supérieur d’une suite 
de fonctions. 

La définition de ces notions et leurs propriétés seront étroi- 
tement liées avec la notion des valeurs caractéristiques des 
formes hermitiennes (dans le cas des variables complexes) 
et des formes quadratiques (dans le cas des variables réelles). 
Soit 


p p 
(1,1) Q= > D dae Éa Ég 
ai pl 


une forme hermitienne des variables complexes &,...,&, dont 
les coefficients fixes satisfont aux relations 


Gap = ga dI, 


En appliquant à la forme Q une transformation unitaire *) 


Pp 

(1,2) al) 
yii 
on obtient la forme hermitienne 
P P 
(1,3) B— > ETAT 
yi oft 

où 
(1,4) cn Pi À y5 =A 
et on aura 


(ye) Die > lak: 
x 7 


1) Les résultats en question ont été communiqués au cour de la séance 
du 2. VII. 1946 de la Société Polon. de Math, (section de Cracovie) et le 
13. XIT. 1946 au Congrès de Wroclaw. Ils seront publiés dans un autre 
périodique. 


2) b=y—in désigne le nombre complexe conjugué avec b=y+iw. 
8) On a, conformément à la définition de la transformation unitaire, 


la relation J! caycae=dae OÙ dae =0 pour æ +e et daa= l. 
a 
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Les polynòmes caractéristiques des formes @ et R sont 
identiques c. àd. 


(1,6) Dét (aug — dag S) = Dét (Aag— dag $) 
pour toutes les valeurs T s. En particulier 
(1,7) Dét (aap) = Dét (A cg). 
Les équations caractéristiques de Q et R, dea les équations 
(1,8) Dét (aag — dag8) = 0 
(1,9) Dét (Aag — bag 8) = 0, 


possèdent les mêmes racines s1,...,8p dites valeurs caractéri- 
stiques de Q et de R. On peut choisir la transformation unitaire 
de façon que l’on ait 


(1,10) Aug = 0 pour a+, 


c.-à-d. de façon que R soit canonique 4). On aura dans ce cas 


P p 
(1,11) È = eter aa A el Na |P 


aji aji 
où les Age sont réels (car Aga= Aaa). 


Nous nous servirons, dans la suite, des suivantes propriétés, 
bien connues, des formes hermitiennes qui sont évidentes 
au cas des formes canoniques et s’étendent au cas général 
gràce à l’invariance du polynôme caractéristique et de Pex- 
pression (1,5) relativement aux transformations unitaires. 

I. La forme hermitienne prend exclusivement des valeurs 
réelles. ’ 

II. Toutes ses valeurs caractéristiques sont réelles. On 
peut done les ranger en une suite croissante 


(1,12) i sig a. 


4) Cf. p. ex. O. Schreier und E. Sperner, Einführung in die ana- 
lytische Geometrie und. Algebra, t. 2 (Leipzig 1935), p. 100. 
6* 
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III. En désignant par m et M respectivement le minimum 
et le maximum de la forme @ (cf. 1,1) sur la sphère 


(1,13) DE 

et par m et Î le minimum et le maximum de la fonction 
Q 

SE STEP 

envisagée pour les points {ée} satisfaisant à l’inégalité 

(1,15) » | Fal? +0 

on a 

(1,16) m=m=s, M=M=s,. 


IV. La condition nécessaire et suffisante pour-que 
(1,17) YS 


consiste en ce que l’inégalité 


(1,18) | y È lée <Q 
ait lieu pour tous les {£} complexes ou bien pour tous les {£x} 
de la sphère (1, 13). 

vV. 


(1,19) Det (dag) = 81) S2 + Sp 


VI. Dans le cas des coeffitients agg et des points {é} 
réels on peut envisager la forme quadratique 


(1,20) Q= Di D Gap ba TA (aag = Qag). 
a 8B 


En appliquant à cette forme une transformation ortho- 
gonale convenable on obtiendra une forme canonique 
R= Daaa Ea): 

Les propriétés I—V restent vraies relativement aux formes 
quadratiques réelles même au cas où l’on suppose que le point 
variable {&} soit réel. 
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VII. Forme métrique et l'allongement inférieur et supérieur 
d’une suite des fonctions. : 

Soit 
(LPB) gang Can agag ioon 0E Craon Up Ghyaceg W) 


une suite de fonctions (réelles ou complexes) possédant des 
dérivées partielles continues du premier ordre dans un ensemble 
ouvert A des variables (respectivement réelles ou complexes) 
rogii Ogag Vas 

Considérons la transformation auxiliaire 


(1,22) TH (yoga Coco) Ga) (Om 


Considérons les variables vg comme fixes (ou plutôt comme 
paramètres) et construisons les formes différentielles linéaires 


(1,23) dwi= X gi uu") (i=1,...,) 


et la forme hermitienne 


3 |do,P = X cho, deo, dw,= TI 2 #9 dde = 


(124) % 


Cette forme sera dite forme métrique de la suite des fonc- 
tions (1,21) relative aux variables u,,..., Up. 


En remplaçant les differentielles due par &$ nous écrirons 
cette forme de la facon suivante 


(1,25) 8= = |S tee -2 Dito E, 
où 
(1,26) CAC V = gi. dg? dog = pa - 


i 
5) Nous désignons par Ina la dérivée partielle 2 À 
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On a 
(1,27) ; S>0 
et, par suite, les racines caractéristiques de cette forme, c.-a-d. 
les racines de Péquation 
(1,28) Det (aag — dag 8) = 0 
sont non négatives (cf. III) 
(1,29) 0 <8, (%4,..., Va) <So(Uyy-.- Vg) Lee SSp(U1,---3 0g). 
Les nombres 


(1,30) ally (95 Us, Ups Viz ++) Vg) = faenza Va) 
(1,31) alu (93 Ury.. y Upy Vip +++) Va) = l Sp(%1,.--3 Vq) 


seront appellés respectivement allongement inférieur et supé- 
rieur au point (%1,..., Yq) de la suite (1,21), relatifs aux variables 
U a hp S) 

On définit pareillement les allongements relatifs ayx va- 
riables 0,,...) Ug, 


(1,32) allo (g; Uyy +-+) Vg) Ally (G3 Un)... Va). 


En vertu de III, IV et V on a les propriétés suivantes: 

VIII. En désignant. par m et M respectivement le mini- 
mum et le maximum de la forme S (cf. 1,25) sur.la sphére 
(1,13).et par m et M le minimum et le maximum de la fonction 

N 
D [Eal 

envisagée pour les points {f«} satisfaisant à l’inégalité (1,15) 
on a 


(1,33) allu(95 dy 09) =Vm= Vm, 
(1,34) allu(9; ds. 09) = VM =). 


6) V. plus loins (p. 96, XIX) une définition géométriques des deux 
allongements. 
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IX. Considérons les systèmes des conditions 


(1,35) tea) J léo. 
(1,36) m= > Juf =l n) D lée P=. 


Les allongements allu(g; ;..-, 09) et alln(g; %1,..-) 09) sont 
égaux respectivement au minimum et au maximum de la 
fonction 


(1,37) == 
PSTER 
envisagée pour les {ée} et {m:} satisfaisant à la condition (1,35) 
ou bien à la condition (1,36). 
La condition nécessaire et suffisante pour que l’on ait 
(1,38) W < all, (g; Uyy +++ Vq) 


consiste en ce que l’on ait 
(1,39) STE VS TP 


pour tous les {fe}, {nj} satisfaisant à (1,35) ou à (1,36). 
La condition nécessaire et suffisante pour que l’on ait 


(1,40) al, (9; Uy +++) Vg) SO 
consiste en ce que l’on ait 


(1,41) Vim < SVITE 


pour tous les {&}, {n} satisfaisant à (1,35) ou bien à (1,36). 
IX bis. Supposons que les fonctions (1,21) (réelles au 
complexes des variables réelles au complexes) possèdent des 
dérivées partielles continues du premier ordre dans un ensemble 
ouvert et convexe A et que, dans cet ensemble, on ait l’ipé- 
galité 
all, (9; Up: -s Va) Sk <+ 00. 
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Ceci étant admis on a pour deux points quelconques de 
A des coordonnées (%,..., Up; Ur- Ug) Cb (Use, Upy Vrs- Va) 
l'inégalité 


A 


ien a e er reg A 
VE tous Di 29 Og) 9 (cease po earan Og) | 
<a] Su, 
Bf 
c.-à-d. la suite (1,21) satisfait, relativement aux variables 
Vy, +++) Ug à la condition de LIPSCHITZ avec la constante k. 
Posons, en effet, 
palt) = 9! (Ur... Up; % + t(0,— 01), da su t (vg — da)). 
On a 
g(t) = z gi (Un » Va + (09 — Va)) (08 — 08) 
donc en raison de IX (cf. 1,40) et (1,41)) 


VE pid P PIE — vel. 


En posant g/t)=@;t) + ipt) (ou @; et y; sont réelles) on 
aura p;=Ÿ; + ip; et, par suite, 


IONI + [PE <hVS|0 | ve— vg È. 


Considérons, dans l’espace réel à 2n dimensions la courbe 
Si = Qt), T;=9;(t). Comme la longuer de larc joignant deux 
points ne peut pas être plus petite que la longueur de sa corde 
on aura 


Vy [s3 Yq) — 98 thay va) P= VS lp — 0) = 


= VS HE) — 94 (0)}? + {pil 1)—9; (0) }? ES 


«ja HE+ [pilt)P} VE 
c. q. f. d. 

X. On a (cf. 1,26) 
(1,42) 81 8p... Sp = Det (ag). 
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AU cas p= on a 
(1,43) eo fea ah E) = 
= Det (ge) - Det (Iag) = | Det (CHA 1}. 

La condition nécessaire et suffisante pour que 
A4) Det (gi) +0 
consiste done en ce que (cf. 1,29 et 1,30) 
(1,45) all (93 Ur., Vg) > 0. 

En vertu de VI on obtient la propriété suivante: 


XI. Dans le cas des fonctions gi (cf. 1,21) et des variables 
(U1,..., 0g) réelles les propriétés VIII et IX restent vraies ou 
cas où l’on suppose que les variables {&} et {ņ:} soient réelles. 


XII. Une limitation de Vallongement supérieur et inférieur. 
On a les inégalités 


(1,46) ali, (g; Uyy sory < SISI gi. P, 
o<] i a 


VDet __VDet agg — 


O Vasa) 


(1,47) alla (g; Way +++ 


où deg est défini par (1,26). 
Dans le cas n=p on a 
| Det Ge | 


30) > SW? 
(V3 Ste ) 
@/1 B/1 


Supposons, en effet, que les {fe} et {y} satisfassent à la 
condition (1,35). On aura, en raison de l’inégalité de LAGRANGE 


nl < Sig él SVT PIETER, 
STE VESTE, VOTA 


(1,48) all, (95%... 
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d’où il résulte (1,46) en vertu de IX (cf. 1,41). On a en vertu 
de (1,42) ; 
S1 S2 +. Sp = Det (dag) 


et, par suite, en raison de (1,30) et (1,31) 
(1,49) Call, (g ...)P[all,, (g;...)2@- > Det (aag) 


d’où résulte (1,47) en vertu de (1,46). L’inégalité (1,47), entraîne 
(1,48) en raison de (1,43). 


XIII. On a 


(1,50) TRE T5 Mo D). 


Posons en effet «= dag dans les relations (1,35) et substi- 
tuons les {£} et {n} ainsi obtenus dans l’expression (1,37). 


Cette expression ne pouvant pas dépasser all,,(g,...) on obtient 
l’inégalité (1,40). 


XIV. Supposons que 


(1,51) allu(95 Urs., V) o> 0, 

(1,52) ally (g; Us, Yq) <Q 
p 

(1,53) AEDA 
qu E pa 8 


Nous affirmons que 


(1,54) Feet < 2 Fit: 
Posons en effet 
M= 2 Gag Sa 
En vertu de (1,53) il en viendra 


1 À og te 
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Ces dernières relations rapprochées respectivement de (1,51) 
et de (1,52) donnent en vertu de IX (1,39 et 1,41) 


oVS Ec? <V InP, 
THE <2 VS THR, 


ce qui entraine (1,54). 
XV. A cété de la suite (1,21) considérons la suite 
WA (Uys eee y Upy Vin sory Vq)y evry RAF (Uy vey Upy V1y +-+) Vq) 
et supposons que ces fonctions possèdent dans A des dérivées 


_ partielles continues du premier ordre. 
Considérons en outre la suite 


9 (Un... ’ Va) + W(t)... Vg)se. g” (Uiz. Va) T L'AUTRE 
Ceci étant admis, on aura, entre les allongement de ces 
trois suites, les relations suivantes 


(1,55)  all,(g+ A; my...) 09) < alla(g;...) + Malh...) 
(1,56) allu(g + hs...) > ally(9;...) — allu(k;…). 
Considérons, pour le prouver, les expressions 
B= S91 E, (i=1;...,) 
n= SME (i=1,...,%) 
di= B,+vi= Di (9, T Mu) fa (0=1,...,%) 
où SIEL >0. 
On a è 
(1,57) VOTARE < VOTARE at SEE 
VESTE AE < (214? 


(1,58) — === + 
Vee? Vate  VOTER 
7) Envisageons dans l’espace complexe les points B= (4,,...,8n), 
C= (—,---, —yn), Q=(0,...,0) et désigrons par e(X, ¥)=V3|ai—yi* la, 


distance des points X= (2,,...,%2) et Y= (y,,..-,Yn). Les inégalités (1,57) 
et (1,58) résultent immédiatement des inégalités bien connues 


e(B,C)<0(B, 2) + (2,0); e(B,2)—e(C,2)<e(B,0). 
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Choisissons, ce qui est possible en raison de IX, les & de 
facon que l’on ait 


pati = all, (g + hy...) 


En raison de IX et (1,57) il en viendra que 


all,,(g + hy...) < 218 È + VO Tn 


STEP | VS Ek < all, (g,...) + allu (h5...). 


~ 


nm 


En s’appuyant sur (1,58) et sur IX on en déduira l’iné- 
galité (1,56). 


XVI. Considérons deux suites de fonctions 


ilYe Yn) (i=1,...,) 
PLE tty) S) 


qui possèdent des dérivées partielles continues dans les ensem- 
bles ouverts A et B de l’espace complexe ou réel. Supposons 
que, pour certains points (%,,..., Ln) et (Y:1,..., Yn) on ait 


(1,59) Da: gi =ô, (i,4=1,...,%). 


Ceci étant admis, on a, en ces points, les égalités 


— 1 
(1,60) ally (f3 Yis- Yn) = TERE RC 
i - 
(1,61) ally (f; Y13---3 Yn) = 


ali, (y; Ly +-+ Ln) 
Il résulte en effet de (1,59) que 
Det (f) Det (pl )=1 
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et que les deux systèmes d’équations 


(1,62) E = È y'i (i=1,... n) 
(1,63) m= Digi, és (0=1,..., 1) 


sont équivalents. Pour les solutions quelconques &,..., 7, de 
ces systèmes les inégalités 


(1,64) PE 
(1,65) Slike 


ne peuvent avoir lieu qu’à la fois. 


La fonction 
STEP 
VE Tm 
des variables £,,...,7n considérée pour les valeurs remplissant 


le système (1.62) et satisfaisant è linégalité (1,64) prend la 
valeur maxima mw en un certain point 


(1,66) | È, 


On aura 
DIEPH0, BhaP>o 
et l’on aura, en vertu de IX 


ally (f; Yn- Yn) =u>0. 


. VS Tak 
VO TEP 


considérée pour les valeurs £,,..-,7n satisfaisant à (1,63) et 
(1,65) prendra la valeur minima À évidemment au même 
point (1,66). On aura donc en vertu de IX 


1 
0 < n = A= ally (P; 0)... La). 


La fonction 


Il en résulte immédiatement (1,60). La démonstration de 
(1,61) est toute analogue. 
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XVII. Allongements dune suite des fonctions compiere 
et de la suite associée des fonctions réelles. 


Soit 
(1,67) Écosse Theme CCE 00e C7) 
une suite des fonctions complexes dépendant des variables 


complexes /4,..., Up et possédant des dérivées partielles continues 
dans un ensemble ouvert À. 


Désignons par & et @ la partie réelle et imaginaire du 
nombre a. On aura 


a=a +ia (à et à réels), 


LA 


Gus... y Up) = - Gi(uy,.. -3 Up) + GI (Uys... Up)y 
(1,68) Ua = Wa + iua. 
Posons 


A A i mv PE A œ~ A el. 
Rise; Up, Ung eee Up) = GF (Uy + îU1,..-, Up + Ÿ Up), 


Ui (yy «+», Ua; Use; Up) = Gi (ú + it, 2009 Up “i i Up). 
La suite des fonctions réelles 
(1,69) Ii, 0 10 sg (2, UE 


sera dite associée de la suite (1,67). 


~ 


Le point (uz, Uy, Ue) Usy--+) Up) Up) Sera dit associé du point 
(Uy, Up)... y Up). 


Désignons par 
alls y) (k, l; Las dia; Ups Up) 


alls, ) (k, l; fay Wo Up; Up) 
respectivement Pallongement inférieur et supérieur de la 
suite (1,69) relatifs à toutes les variables sy, va. E Up 
Nous affirmons que í 
alls © (k, ln, Ua...) = all, u(G; Use, Up); 


(1,70) TUE dE st I 
allig, 3) (hy l; Ua, n.) = DCR) 
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Posons 
n= é == tea. 


Les formes métriques des suites (1,67) et (1,69) seront 
respectivement 


Q= IZ Ca: Eul, | 
P= SEE Mh LIP + DIS, Eat Mh, Fall 
En se servant des identités 
Gan, ee 
| PSE, + 


on vérifie facilement l’identité 


- de laquelle résultent immédiatement les relations (1,70) en 
vertu de IX et de XI. 


XVIII. Remarque. Dans le cas où les fonctions de la 
suite (1,67) dépendent des variables px et vg 


Gl = GI (yy... Ups Vise Vg) 


les formules (1,70) subsistent pour les allongements de cette 
suites relatifs aux Ua et aux vg (c.-à-d. pour all,(@; ur... 09); 
alla(G; u1....,09) ete.). i 


XIX. Définition géometrique de Vallongement inférieur et 
supérieur. 


Supposons, pour simplifier l’écriture, que les fonctions (1,21) 
ne dépendent pas des vg. Elles forment la suite 


(1,71) GE (hae =<) sae (Ugg cin Up) 
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Formons au moyen de ces fonctions la transformation 
auxiliaire 
(1,72) = nos) C= lgo Bo 
Posons pour abréger 
U = (U,,..., Up); 
G(U)=(9(U),.., g"(U);, 
= (Erp en): 
La transformation (1,72) pourra étre écrite sous la forme 
(1,73) Z= G(U). 


La distance des points A= (a,,..., q), B= (b,..., bg) d’un 
espace complexe à q dimensions sera désignée par e(A, B) 


el, B)=|/ $ lbe — aa. 
«ji 


Nous supposons que les fonctions complexes ou réelles (1,71) 
possèdent des dérivées partielles continues dans un ensemble 
ouvert Æ des points complexes ou réels. 


Soit U= (us, Up) un point quelconque de E. 


Nous affirmons que 


3 9 m int LFP), G(W)) 
(1,74) all, (g; Uzz 0.3 Up) a eis = Vane 


PES o o 5 G V 9 G W 
(1,75) all, (95 U13--- Up) Dre. Ch 


où les deuxieumes membres désignent les limites (inférieure : 


et supérieure) que l’on obtient lorsque deux points V et W(V= W) | 
variant d’une façon quelconque dans E tendent vers U 8). 


8) Les formules (1,74) et (1,75) pourraient être envisagées comme 
une définition géométrique de l’allongement inférieur et supérieur. Dans 
le deuxième membre de (1,74) et (1,75) intervient le rapport de la distance 
des images G(V) et G(W) des points V et W (par l’intermédiaire de la 
transformation. 1,73) à la distance de V et W. Ce rapport représente une 
sorte d’allongement des distances engendré par la transformation (1,73). 
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Démonstration. Considérons la forme métrique § de la 
suite (1,72) pour U=U. On a 


(1,75 bis) SE) f= DI | SG (UES. 


. Désignons par m et M le minimum et le maximum de S 
sur la sphére 


(1,76) > 6.2 =1- 

On a (cf. 1,33 et 1,34) 
(1,77) Vm = allu(g; da... dp), 
(1,78) VM = alli (95 Ms. Up). 


Nous ramènerons la démonstration au lemme suivant: 


Lemme. Soient deux suites des points DI}, {Mm}, tels que 


(1,79) V=(0.,..., Vp) > Ù; W = (W4)...4 Wp) > W; V+ W, 
(1,80) Me ee, 
o(V; W) 


Ceci étant admis nous affirmons que: 
e(@V), CW) _, 
o(V, W) 
où (ce qui est évident) X |e? = 1. 
par v j2 
ETEO 


e(@(V), eW) _ Vs 
e(V, W) i o(V, W) 


En raison de (1,75 bis) la démonstration de (1,81) sera 
établie lorsque Pon aura prouvé que 
gCW) en V) 


+ | Z gÜ) tal- 
e(V, W) 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 7 


(1,81) SME geo) 


On a 


(1,82) 
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Posons, pour un è et v fixe, 


v 


g(t) = gi(v, + t(wy— Das. Cp + t(wp— tp)). 
On a 


g'(W)—g(V)| JA) —(0)| Lf a 


o(V, W) oV, W)  e(V,W) 


3 v 1 
Wa — Va "A v v v 
Sa gi (V1 + tlw — V1), ..-) di |. 
a eV, Wi 


On voit, en vertu de (1,80) que la relation (1,82) sera établie 
lorsque Pon aura prouvé que 


1 v v v a 5 
(1,83) | Gg’? F t(Wy— Vy), +++) dt —> gi (Way ++) Up). 
0 


Soit £>0 un nombre quelconque. Pour les indices v suffi- 
samment grands on aura (cf. 1,79) pour tous les ¢ de l’inter- 
valle 0<t<l 


v v v o o 
|g (a+ t(w;— Va); ee) — Jug Ya u,,) | Se. 
On a par suite 


1 v v Le e e 
| fau (eat t(Wwi-v);...)di—gi (Ways Up) | a 
0 
1 ; v v v o o 
a j Lgi (01H tlw — a)r) — Ii (as, UNI aE | < 


(ot (00 — Chr.) — gi (Us, Up) | di <e 


_ La relation (1,83) se trouve ainsi établie et là démonstration 
de notre lemme est ainsi terminée. 

Posons (cf. 1,74) 
e(G(V), GW) 


1,84 = lim inf 
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Choisissons le point (&,...,&,) de façon qu'il satisfasse 
à (1,76) et que l’on ait (cf. 1,77) 


HE) 


Choisissons maintenant les suites V et wW de façon que 
les relations (1,80) soient satisfaites. En vertu de (1,81) et (1,77) 
il en viendra que 


o(G(V), GW) 


o(V, W) 


> all, (g, CTR Up) 


d’où (cf. 1,84) il résulte que 
(1,85) nS all, (9, Uno Up). 


. Choisissons à présent les suites V et W de façon que l’on 
ait (cf. 1,84) 


v 


o(GV) ,G(W) _, 
o(V, W) 
En remplacant, au besoin, les suites y et W par les Suites 
partielles convenables on aura les relations (1,80) où (£:,...,é) 


est un certain point satisfaisant à (1,76). En raison de (1,81), 
(1,77) et de la définition de m on a 


AE En) > Vm = all, (9, ú Je) Up). 
Cette relation, rapprochée de (1,85), donne 
n= alla (g, eh Up) 


et la relation (1,74) se trouve ainsi établie (cf. 1,84). 


On établit, dans une voie pareille, la relation (1,75). | 
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implicites. 


Théorème 1. Supposons que les fonctions (réelles ou 
complexes) i 


(2,1) F (Eus Yj), PLY) "(Lay Yj) *) 
possèdent les dérivées partielles continues du premier ordre 
(2,2) AC Y) fy, (Las y) (B=1,..., p, K=1,...,) 


continues dans l’ensemble L des variables (réelles ou com- 
plexes). 2,..., Lpy Yis- Yn) défini par les inégalités 1°) 


P 
po < + 00, 


La da 


aji 


(2,3) (ensemble L) 


n 


J |u — b| < R < + 00 


in 
et que Von ait 
(2,4) aO =O (tA, cay 1). 


Nous supposons ensuite qu’il existe deux nombres réels 
fixes et finis 2 et w(w>0) tels que Vallongement supérieur 
(relatif à 2,,..., æ,) et l’allongement inférieur 1!) (relatif a y,,..., Yn) 
de la suite (2,1) remplissent, dans L, les inégalités 


(2,5) ally (f; Zea y) <Q (dans L), 
(2,6) all, (f; ca, yj) >0>0 (dans L). 
Envisageons le système de équations 


(2,7) F l(@a y) =0 (i=1,...,n). 


®) Nous écrirons fi (wa, yj) au lieu de fi(a,,..., Æp, Yi... Yn)- 

10) Nous nous bornons au cas où les fonctions fi sont définies exclusi- 
vement dans l’ensemble L. Dans le cas contraire on remplacerait les fi par 
les nouvelles fonctions Fi(xa,y;) définies exclusivement dans L et telles 
que l'on ait Fi= fi dans L. 

11) Cf. $ 1, VII, page 86 (définition analytique de ces allongements) et 
$ 1, XIX, page 96 (leur définition géométrique). 
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Ceci etant admis il existe une suite de fonctions 
` (2,8) Pl(te) (j= 1,..., n) 1) 
qui 


1°) sont continues dans la sphère 


(2,9) | Sla — ag = e 
8/1 


où 

(2,10) o = minimum (r, o eats). 
2°) remplissent les conditions 

(2,11) Pi (da) =D; (j=1,..., N), 


3°) remplissent dans la sphere (2,9) identiquement les 
équations 


(2,12) 1 (a, PÎ(La)) = 0, (== ox n). 


Il existe un système unique des fonctions gi(£a) satisfaisant 
aux conditions 1°), 2°) et 3°). Elles possèdent les dérivées par- 
tielles du premier ordre continues dans la sphère (2,9) et 
elles y remplissent les inégalités 

CL Q 24) 
(2,13) allı (p; Liz... 3 Up) S — 


w 


i Q 
(2,13 bis) VE gl. (z z,) EE) 
dj n 


12) Nous écrirons, comme précédemment gi(va) au lieu de gi(2,,..., %p). 
13) Dans le cas 2 = 0 le symbole 5 désigne +o et dans ce cas on 
a =. 


14) Le premier membre de cette inégalité désigne l’allongement su- 
périeur de la suite (2.8). 
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Pour deux points quelconques (%,,...,%p)(%j,-..)@p) de la 
sphère (2,9) on a 


(2,14) | bi HG.) <2 


ji 


= = If 
Fa — Tal . 


L’idée directrire de la démonstration. 


Supposons qu’il existe une suite des fonetions (2,8) satis- 
faisant aux conditions du théorème. Soit {%.} un point de 
la sphère (2,9). Introduisons dans les premiers merabres de 
l’idendité (2,12) la substitution 


La = da +t(Ge2— da) 
et posons 


y(t) = pi (Ga sin AC — Qa)). 
En différentiant cette identité on obtiendra 


D fila, + (Ba — da); ¥j(t)) (Te — ce) + 
B 7 


(2,15) 

de 21, (da + t(@a— da), Yj(t)) - Tyto =0, 
(2,16) or 
En? y) = PIF). 


La démonstration consistera à suivre la voie inverse. On 
cherchera une solution y;(t) du système d’équations différen- 
tielles (2,15) satisfaisant à la condition initiale (2,16) et on 
définira les fonctions gi par les formules (2,17). On prouvera 
qu’elles remplissent les conditions de notre théoréme. 


Démonstration. (Cas des variables et fonctions réelles). 


T; En vertu de (2,6) et de la propriété X (cf. 1,44 et 1,45) 
on a dans L l'inégalité 


(2,18) Det (fi) #0 
ca) 


II. Supposons que pour tout t d’un intervalle 


algo y <t< 
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1°) les fonctions a(t), y(t), P(t) (a=1,..., p; j7=1,..., N) 
soient continues, 
2°) les points variables 
{@a(t), yj(t)} 19) et {wa(t) DEC yt 


appartiennent à l’ensemble L (cf. 2,3), 


3°) (2,20) f'(@a(t), y(t) = fF (@alt), H(t), (t= 1,..., 0) 


4°) (2,21) YY) =Fily) (f=1,...%). 
Nous affirmons que, dans l’intervalle (2,19), on a 
(2,22) y(t)=%Yj(t), (f=1,..., n). 


Supposons, en effet, que pour un ¢ de l’intervalle (2,19) 
le système d’égalités (2,22) n’ait pas lieu et désignons par 7 
la borne inférieure de tels { exceptionnels. On a 


(2,23) yilt) = ZT) (j=1,..., n) 
et il existe une suite de nombres t, tels que y <t<t,<f, ty+t, 
(2,24) + > Tilt) — yjltv))? > 0. 
; j 
On aura 


0 = f! (Xalto), Ty) — f! (Xa (tv), yj(ts)) = 
= 37, La(t (ty) + By (Yj (ty) — gift) - (Gite) — Yi(t0)), 
O0<d,<1, 
d’où, en raison ie (2,24) 
i Det (ft, (welts), yilt) + 8T) — yilt) = 0 
et a la limite (cf. 2,23) 
Det (fi (wa(z), yj(7)=0 

contrairement à (2,18). 


15) Nous désignons ainsi le point des coordonnées 
(x(t), ERQU ap(t), Yı (t), eos Yn(t)). 
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III. Il existe au plus un système de fonctions g/(æ) con- 
tinues dans la sphère (2,9) et remplissant les conditions (2,11) 
et (2,12). 

Soient, en effet, gira) et pix.) deux systèmes de telle 
sorte et soit {xx} un point quelconque de la sphère (2,9). Il 
suffira de prouver que 
(2,25) | Pi(La) =p) (Te), G =1,..., 2). 

Posons, à cet effet, pour y=0 <t <1= ô, La (t) = da t(Ea— ta), 
YI) = pla (t)), i(t) =p (Ta (t)). 

On aura y/(0)=7;(0)= gi(aa) = pi (da) = bj. 

La condition (2,20) sera satisfaite en raison de (2,12). On 
aura done g;(t)=y;(î) (0<t<1) et en particulier ¥(1)=y,(1), 
d’où résulte (2,25). 

L’unicité des fonctions g/(ya) étant ainsi établie, nous 
passons à la démonstration de leur existence conformément 
à l’idée directrice présentée au commencement. 


IV. Soit {zx} un point de la sphère (2,9) 


(2,26) | X Ge~ae)?<e= min (7, R), 


Envisageons (autrement que dans la formule 2,15) le sy- 
stème suivant des équations numériques (et non pas différen- 
tielles) 

È fa (da + t(Te— aa), Yj) (Tg — ag) + 


(2,27) 
+h (da + t(%e— Ga), ¥;))pr=O E= 


Dans les premiers membres de ce systeme figurent des 
fonctions qui sont bien déterminées dans l’ensemble ouvert 


des points {t, Yj, pj} 


r 16) 

(2,28) Eee fe 
IYl<R, 

(2,29) i Pi) +++; Pn Quelconques. 


rT 


Ê } > (Ta— aa) 


` 16) Nous posons = + © lorsque Y (ra —ag)?= 0. 
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En vertu de (2,18) le système (2,27) pourra étre résolu . 
en p; pour tous les {t, yj} de l’ensemble (2,28). Cette solution 
sera de la forme 


(2,30) B= H(t Yay Fa) (FI, n) 
et les fonctions g seront continues dans l’ensemble (2,28). 


Les systèmes d’équations numériques (2,27) et (2,30) sont 
équivalents. On aura dans l’ensemble (2;28) les identites 


2 Hing dee + t (Ba — da); Yj) (Eg — ap) + 
(2,31) © Dr (da + t (Ea— aa), Y4) F(t, Yr Fe) =0, 


(= po 0) 


Ce système d’identités rapproché de (2,5) et (2,6) conduit, 
en vertu de la propriété XIV du 31 à l’inégalité 


Q no. 
(2,32) |) 2 1, Yr, Ba) P< 2 |) 2 Fe — ag)? < È e<R 


qui est valable dans l’ensemble (2,28). 


V. Introduisons maintenant les deux systèmes d'équations 
_ différentielles 


PARCO + t(Za— da), Ya(t)) (F3 — ag) + 
B 


(233) + Jf (de + t(Ea— a), yalt) “YO = 0, 
J 


(2349). TUO gig) G=L M). 


Ces deux systèmes sont évidemment équivalents. Le long 
de chaque intégrale du système (2,33) ou (2,34) on a 


(2,35) Fae + t(Eu— au), yalt) = 01) (i=1,...;) 


17) En effet: en effectuant la différentiation du premier membre de 
(2.35) on obtient le premier membre de (2.33). 


106 T. WAZEWSKI 


et par suite 


(2,36) filda + t(%a— de), Yx(t)) = const. 
VI. Soit 
(2,37) Yr= y(t) (b=1,..., 2) 


une intégrale quelconque du système (2,33) (ou, ce qui revient 
au même, du système 2,34), telle que 


(2,38) ya(0) = 
Nous affirmons que cette intégrale peut être proinne 


de façon qu “elle existe dans l’intervalle 


(2,39) e a EE 
l EE ar — a)? 


et, à plus forte raison (cf. 2,26), dans Vintervalle 
‘ (2,40) O<t<l. 


On sait que l’intégrale (2,37) peut être prolongée à un 
intervalle 
(2,41) 0<t<T 
de facon qu’elle tende vers la frontière de l’ensemble (2,28), 
lorsque #-+7 18). Il suffit de prouver que T > e 


VO (Ga— da 


Supposons, pour une démonstration par l’impossible, que 


mani, OE te n: 
D (Tae — la)? 


La longueur de la corde d’un are étant au plus égale à la 
longueur de cet arc on aura pour tous les t de l'intervalle (2,41) 
(cf. (2,34), (2,32), (2, 42), (2,10)) 


(2,42) TE 


18) Cf. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 
1930), p. 135, Satz. 2. Il faut tenir compte de ce que les fonctions gj in- 
tervenant dans (2,34) sont définies et continues dans l’ensemble (2,28). 
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| > (yilt) — bi = | > (y(t) — yi(0))? S 
t dy: 2 t 
MEET ENETLE 
0 0 
<2] D (Ta — dx)? <r®] > (Ta — da)? = U< oÈ<R. 


On a donc pour les ¢ de l’intervalle (2,41) (cf. 2,42 et 2,10) 


r 
Geil) i) — b) <U<R 
=< “(Saat J (yilt) i) <U< 


d’où il résulte que l’intégrale (2,37) ne peut pas tendre vers 
la frontière de l’ensemble (2,28) lorsque t —T, ce qui constitue 
une contradiction. Cas où % =a, est plus facile car alors 
gi= 0 (ef. 2,31). 


VII. Nous affirmons que par tout point t=y, Yx = Nx 
de l’ensemble (2,28) il passe une intégrale unique du système 
(2,33) (ou 2,34). È 

Soient, en effet, y.,=yx(t) et y, = yx(t) deux intégrales d’une 
telle sorte qui sont valables dans un intervalle (2,19). Elles 
vérifient les relations (2,21). Les deux intégrales vérifient 
dans (2,19) Videntité (2,36) avec les mémes constantes (en 
raison de (2,21). Elle vérifient, par suite, les relations (2,20) 
et, en vertu de la proposition II (insérée a la présente démon- 
stration), aussi les identités (2,22) dans Vintervalle (2,19), ce 
qui termine la démonstration de l’unicité. 


VIII. Nous désignons par 
(2,43) > Yi =Y" (t, T, Ny Za) (0=1,...,) 
l’unique intégrale du système (2,33) (ou 2,34) passant par le 


point t=7, y;= n; de l’ensemble (2,28). L’intervalle maximal 
de l’existence de cette intégrale sera de la, forme 


(2,44) A(t, Nj, Ta) < < B (T, nj Ta) **). - 


19) Cet intervalle sera ouvert car l'intégrale (2,43) tend vers la fron- 
tière de l’ensemble ouvert (2,28) lorsque t tend vers A ou B et le point ini- 
tial (z, 75) appartient à l’ensemble (2,28). 


108 T. WAZEWSKI 


Or en vertu de l’unicité en question et de la continuité 
des fonctions g/ (intervenant dans 2,34) les fonctions y! sont 
continues 2°) dans l’ensemble Z des points ou elles sont défi- 
nies c.-à-d. dans l’ensemble défini par les inégalités 


= = - r 
VZ aF<e, VS PR, lira 


A(t, Nj, Ba) <t < B (T, Nj Ta). 


On a évidemment pour les points {t,y;} apartenant à len- 
semble (2,28) les identités . 


(2,45) P (T, T, jy Za) = Mi. 
Or l’intégrale 
(2,46) yi = yi (t, 0, b,, Za) 
passe par le point t=0, y; = è; done 
(2,46 bis) yi(0, 0, by, Za) = bj. 
On a done en vertu de (2,36) et (2,4) 
fi(da + t (Ea — da), pl (ty 0, bry Ta)) = f(a, b) =0 


dans l’intervalle dans lequel l’intégrale (2,46) existe. Mais 
cette intégrale existe dans les intervalles (2,39) et (2,40) et 
en particulier pour t—1. On a done 


(2,47) f’ (Fa, Yil, 0, da, Fa) = 0 


pour tous les (zx) de la sphère (2,9) (cf. 2,26). Nous prouverons 
que 


(2,48) yi(1, 0, bx, de) =b;. 


En effet, la suite des fonctions 


Yj = pi (t, 0, bx, da) 


20) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) 
p. 150, Satz 4. 


FONCTIONS IMPLICITES 109 


constitue la solution du système (2,33) correspondant aux 
valeurs Za = dq C.-à.-d. du système 


Tifeo 10) ay 


d’où il résulte (cf. 2,18) que TH) _ o, y;(t)= const et par 
suite 7 
yilt, 0, bx, Ga) = w'(0, 0, da, Qa) = dj. 
En y posant t=1 on en obtient (2,48). 
Remplacons les % par La et posons 


qi (Xa) Ga yi(1, 0, bx, La). 


Les fonctions g/(x.) sont continues dans la sphère (2,9) 
(en vertu de la continuité des fonctions 2,43) et elles y remplissent 
(cf. 2,47 et 2,48) les relations 


(La; pi(0a))= 0, Gi (de) = b; 
c.-à.-d. les relations (2,11) et (2,12). La première partie de 


notre théorème se trouve ainsi établie. 


IX. Le fait que les fonctions (x) possèdent, dans la 
sphére (2,9) les dérivées partielles continues du premier ordre 
peut étre établi dans la voie classique insérée dans tous les 
Cours d’analyse. 


X. Nous procédons à la démonstration de (2,13), (2,13 bis) 
et (2,14). 
Posons 


(2,49) n= Def (619). 


«ji 
On a 


ED 1 =0 
et, par suite, 


2 fra Fa +2 = 0. 


110 T. WAZEWSKI 


En raison de (2,5) et (2,6) on en obtiendra en s’appuyant 
sur la proposition XIV du $ 1 


Vine < oP XK e 


Cette inégalité étant juste pour tous les {Éa, ni} rai 
(2,49), on en déduira (2,13) en faisant appel au § 1, IX (cf. 1,40 
et 1,41). 

L’inégalité (2,13) entraîne (2,13 bis) et (2,14) FO rom 
en vertu du $ 1, XIII et du $ 1, IX bis. 


Cas des fonctions et variables complexes. 

XI. Supposons maintenant que les variables Væ, y; et les 
fonctions fi soient complexes. Nous ramènerons ce cas au cas 
des fonctions et variables réelles en remplagant les fonctions (2,1) 
par les fonctions réelles associées (cf. $ 1, XVII, page 95). 

Posons è 
(2,50) B= Ba + they Y= Yt iY 
(2,51) fi (La, Yj) = filda, da Yi Yj) + i7 (La, Pay Vir Yi) 
où Lay Day Yn Yj fi, ji sont réelles. 


L’ensemble L (cf. 2,3) passera en Renee L, suivant 


2 lle en da) 2+ (Ta da] = 


atei: (ensemble L). 
DI [(y;— dy) + (yj— dp] <R? 


On aura en vertu de (2,4) 
fi (Gey day dj dj) = 0, Flaa, a, bj, b) = 0. 


Envisageons la suite associée de la suite (2,1) 


w.a 


P (Lay Cas Yj Yi)y T) eee, PO), O. 


Ces fonctions possèdent les dérivées partielles du premier 
ordre continues dans L,. Les allongements extrémaux de cette 


suite relatifs respectivement aux variables %,7,,..., Lp, Lp et 
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Yrs Y19---> Yny Yn Seront les mêmes que les allongements correspon- 


dants de la suite (2,1) (cf. $1, XVII). On aura donc dans L, 


(2,52) all (f, f; Lay as In W)<2, 
ali (DL La, Un Yj) oO. 


Or notre théorème étant juste dans. le cas des variables 
réelles, pour le système d’équations 
fi (Wey La, Yi, Yi) = 0; f'(War Cay YpY)=0; 
il existe une suite de fonctions 


(2,53) P' (Lay La), P'(La,L) (t= 1,...,.”) 


qui sont continues dans la sphère 
(2,54) DI Te — an)? + (Te — a9)"] < e? 


(où 0 a la valeur 2,10) et y remplissent identiquement les 
équations 


(2,55) (Las Bay pi, pi) =0, Îi (La, Ta) pi, pi) =0, 
(2,56) Pi (da, da) Fai 0, PI (Gay da) = 0. 


Il existe un système unique de telles fonctions qi et gi. 


Il est évident que les fonctions complexes 
(2,57) gl(te)= P (Ba + da) = P (Gay da) + iP! (Way a) 


constituent le système unique des fonctions continues dans 
la sphère (2,9) qui y satisfont aux conditions (2,11) et (2,12). 

Nous démontrerons que les fonctions gi possèdent les 
dérivées partielles continues du premier ordre relativement 
aux variables complexes {xa}. Il suffit de prouver, a cet effet, 
les relations de CAUCHY - RIEMANN 


(2,58) Ege Co gela nra 28 Fe 
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On a, en vertu de (2,55), les identités 
Zi ir SA cv) ai aj si ny 
ni Lay P3 P) PA ee 0, 


PL PU 0, 
Lies Zi 0 

etes di 
J 


En s’appuyant sur la proposition X du §1, page 99 on 
déduit de (2,52) l’inégalite 


(2,59) 


ai ai 
Ja Gia 

(2,60) ver be: a +0 21), 
\ yy uj 


Or les fonctions complexes fi(®Se, yj) étant analytiques 
(parce qu’elles possédent les dérivées partielles continues du 
premier ordre) les fonctions f‘ et sa vérifient les conditions 
de CAUCHY - RIEMANN 

wi ai wt ai wi 
ff te OA i o: 

En retranchant les deux premières identites (2,59) l’une 
de l’autre et en ajoutant les deux dernières on obtient, par 
conséquent, les identités 


A] ~j ai ~j SÙ ce 
i Pig Py) A A pe 04 
J J 
~ aj ~j wi aj AJE 
PAP EE) PE satira 
di 
pour î=1,...,. En raison de (2,60) on en déduit les relations 
(2,58). Les fonctions gite) (cf. 2,57) possèdent donc les déri- 


vées partielles continues du premier ordre relativement aux 
variables complexes {xa}. Elles sont, par suite, analytiques. 


21) Ce déterminant contient 2n lignes et 2n colonnes. 
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La démonstration de la première partie de notre théorème 
étant ainsi établie, il reste à établir les inégalités (2,13), (2,13 a) 
et (2,14), ce qui pourra étre effectué par textuellement le méme 
raisonnement que celui qui a été developpé dans l’alinéa X 
du présent paragraphe (cf. p. 110). 


Théoréme 2. Gardons toutes les prémisses du Théoréme 1 
(p. 101) à exception des inégalités (2,5) et (2,6). Supposons, 
en revange, que, pour certains nombres fixes, B,7y et à sub- 
sistent, dans l’ensemble (2,3), les inégalités 


[Det fi |>B>0, 


2,61 
a Sira Suo 
dti dica: 
Posons 
B 
2,62 = SS Q= ô. 
ji AET Tra 


Nous affirmons que les inégalités (2,5) et (2,6) aurons lieu 
-dans l’ensemble (2,3) pour ces valeurs de w et 2 et que, par 
suite, la thèse du théorème 1 sera juste pour les valeurs de w 
et Q définies par (2,62) *). 

La démonstration est immédiate en vertu de la proposi- 
tion XII du $ 1, page 90. 


$ 3. Évaluation du domaine orne des sransformas 
tions inverses réelles ou complexes. 


Théorème 3. Considérons la transformation 
(3.1) m= G' (Yay ++ Ch) (= 2% 2) 
‘et supposons que les fonctions réelles ou complexes g! des 


variables respectivement réelles ou complexes y,,...,yn possèdent 


2) On a y >0, car, dans le cas contraire, on aurait i =0 et l'inégalité 
(2. 61) prendrait la forme 0>f > 0. 

23) C.-à.-d. allx(f; va, yj) <Q ally (fs ce, yj) > o> 0- à 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 8 
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les dérivées partielles du premier ordre g,, continues dans la 
sphère È 


(3,2) |/S inthe <+ o 
et que ay = (D, On). 


Supposons ensuite qu’il existe un nombre fixe w>0, tel 
que, en tout point de la sphére (3,2), on ait 


(3,3) all, (95 Yr +++) Yn) > © > 0 #4). 
Ceci étant admis il existe une suite de fonctions 
Pis. Ln) (J =1,..., n) 
qui sont continues dans la sphère 


(3,4) D |2 — ag < oR *) 
b/i 


et y remplissent identiquement les équations 
(2/0) (GE (Li e Dae OE sees on) (IA) 
et pour lesquelles on a 

bj = gi(a4,,..., an). 


Il existe un système unique de telles fonctions gi. Elles 


possèdent dans (3,4) les dérivées partielles du premier ordre 
continues et on a dans (3,4) les inégalités 

— 3 all 

all, (y; Bises Xn) = a 


Viaggi 
Slot <= (=) 
j 


24) Cf. la définition des allogements $ 1, VII et $ 1, XIX. Si, dans la 
sphère (3.2) on a [GG à REA) Pp | gl}? alors l’inégalité (3.3) 
j 


a lieu dans cette sphère lorsque l’on pose a = = ae (cf. la proposition XII 
du $ 1, page 90). i 
25) w R = + co lorsque R = + oo. 
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et pour deux points quelconques de (3,4) on a 


Démonstration. Posons 


I! (Gay Yj) = g' (yj) — di. 


Les fonctions fi possèdent des dérivées partielles continues 
du premier ordre dans l’ensemble 


D |®a— aa <r=+ o, X |y:— b|? < R? 
a i 


On a 
all, ( (f; Lay Yj) )=1, all, ( (Í; Las Yj) = ally(95 yj) > œ >0. 


En posant, dans le théorème 1, Q=1 nous en déduirons 
immédiatement le présent théorème. 


§ 4. Évaluation du domaine dans lequel une transforma- 
tion est univalente. 


Définition d’une transformation univalente. Nous 
dirons qu’une transformation 


Li =g (Yn, Yn) (1=1,..., n) 


est univalente dans un ensemble Z lorsqu’elle fait correspondre 
à deux points différents {y;} de Z toujours deux points diffé- 
rents {La}. 


Remarque 1. Dans les hypothèses du théorème 3 la trans- 
formation (3,1) est univalente dans un voisinage sphérique 


suffisamment petit du point {b;}, car le jacobien Dego ) est 


non nul (cf. proposition X du $ 1). Le théorème 3 ne donne 
cependant aucune évaluation de la grandeur de ce voisinage. 
Des hypothèses accessoires sont nécessaires à cet effet. 


Remarque 2. Désignons par E, l’espace à n dimensions 
tout entier. Nous affirmons que, dans les hypothèses du 
Théorème 3 et au cas R=+ co, la transformation (3,1) est 
univalente dans En. En vertu du théorème 3 la transformation 

8* 
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inverse y; = p(t) est définie dans En. Désignons par G l’image 
de E, par Vintermédiaire de cette transformation. Il suffit 
‘de prouver que G=Z#,. Dans le cas contraire on pourrait 


indiquer un point (fini) fyi} appartenant à la frontière de G 
et une suite {yi} de points appartenant a G et tendant vers {yi}. 
Pour un point convenable {ta} ona y y = pi (Ea): On a évidemment 


DICA + co. Mais ta = 9°(Y)) et 
(3 ler l> lo Gak<+ 00, 


ce que constitue une contradiction. Un résultat analogue est 
du à M. HADAMARD (Bull. Soc. Math. de France, XXXIV, 
p. 71). 


Théorème 4. Supposons que les fonctions gi (réelles ou 
complexes) intervenant dans la transformation 


(4,1) . Di GO Ys- Yn) (0=1,..., n) 
possèdent les dérivées partielles du premier ordre %; continues 
dans la sphère (réelle ou complexe) 


(4,2) |/ Syn <R<+ co. 
Supposons ensuite que 

(4, 3) ie all v(95 Ya) >0>0, 

(4,4) ; all,(9; Ya) <n<+ 00 29) 


Ceci étant admis la transformation (4,1) est univalente 
dans la sphére 


(4,5) . / J ly—viP< R a, 


26) Cf. la définition des allongements $ 1, VII et §1, XIX. Si, dans 
la sphére (4. 2), on a | Det ME |>#>0, SZ | ai <y alors les inégalités 


(4.3) et (4,4) seront vérifiées lorsque l’on posera © = a n = y (cf. page 90). 


27) On a évidemment > > 0. 
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Si l’on envisage la transformation (4,1) dans cette sphère 
alors sa transformation inverse 


(4,6) : Yi = P'(La) (¢=1,..., n) 


est définie dans un ensemble lequel contient la sphère 


2 
(4,7) Vea alt TE 


Les fonctions yi possèdent dans (4,7) les dérivées partielles 
du premier ordre continues et on a 


L <> 1 
(4,8) 0 7 < all: (y; Za), 2ll:(9; Le) < z- 
Démonstration. Considérons les fonctions (x) inter- 
venant dans l'énoncé du Théorème 3. Ces fonctions remplissent 
dans la sphère (3,4) les identités (3,5). 
On à donc 


È y (Vx) Phy (2a) = ds 
i 


lorsque y'= (x). En appliquant la proposition XVI du 
§ 1 à (4,3) et (4,4), on obtient les inégalités 


all (p; Ze) > = > 0, 


8]H Sin 


alls (p; £a) < 


en tout point de la sphère (3,4). 
Appliquons maintenant le Théorème 3 à la transformation 
Yi= Pi (La) (i=1,..., n) 


envisagée dans la sphère (3,4). On constatera ainsi qu’il existe 
une suite des fonctions i 


hiy) (0=1,..., n) 


possèdant des dérivées partielles du premier ordre continues 
dans la sphère (4,5) et telles que, dans.cette sphère, on ait 


(4,9). PUR (y) = yi. 
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On aura donc, en raison de (4,9) et (3,5) les identités 


(4,10) G (Yi) = g (pP (h” (y:))) = hi (y) 


valables dans la sphère (4,5). 


Nous affirmons que la transformation (4,1) est univalente 
dans la sphère (4,5). Soient, en effet, {y;} et {7;} deux points 
différents de cette sphère 


(4,11) D a= m=: 
Il suffit de prouver que 
(4,12) PAO —9'(G)P> 0. 
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi c.-à,-d. que 
IDP) En 
En vertu de (4,10) on aura 
h*(y;)=h*(Y) (t= 1,..., n) 
done, en raison de (4,9), 
Jp (y) = PAM (Y)) = y (7=1,..., n) 


contrairement à (4,11). L’univalence de la transformation (4,1) 
dans la sphére (4,5) se trouve ainsi établie. 

En appliquant le théorème 3 à la transformation (4,1) 
envisagée exclusivement dans la sphère (4,5) on voit qu’il existe 
une suite de fonctions w'(x.) définies dans la sphère (4,7) qui 
y remplissent les identités 


a! = g'(p'(%a)) 


‘et les relations (4,8). La transformation (4,6) ainsi définie 
constitue évidemment la transformation inverse (envisagée 
dans (4,7)) de la transformation (4,1) (envisagée, à son tour, 
exclusivement dans la sphére (4,5)). 
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§ 5. Appliqnation aux équations perturbées. 
Remarque 3. Considérons le système d’équations 


Fi(%,.--3 Lpr Y19---3 Yn) F Ey, «00 Lps Yay +++) Yn) = 9, 


(5,1) (i=1,..., n) 


les fonctions Fi, et et les variables {xx} et {yj} étant réelles 
ou complexes. Nous supposons que F’ et ei possèdent, dans 
l’ensemble (2,3), les dérivées partielles continues du premier 
ordre. Nous supposons que le point 


(5,2) La = da, Y= bi (a=1,...,p;j=1,...,) 


remplisse le système (5,1). Relativement aux suites 73,..., F” 
et cl,...,e" nous supposons qu’elles satisfaissent, dans Pen- 
semble (2,3), aux conditions 


(F3; £a, Yj) Sa, > 0, 


LS 


© 
= 


( 
1,(€; Lay Yj) < 61 <n, 
all. (F; Ga, Yj) <Q, 
1, ( 


All, (£; Ga, Yj) < M **). 


=| 
El À 


En posant 
f= Fit si, Q= 2,47 w= w — >00 


nous aurons en s’appuyant sur les propositions XV du §1 
(page 92) les inégalités 
all, (f; Lay Yj) Z © > 0, all, (f; Lay Yj) <2 


et nous pourrons appliquer le Théorèmé 1 pour évaluer la 
grandeur du domaine d’existence des fonctions implicites 
Yi= p'(xa) déterminées par le système (5,1) et les conditions 
initiales b;= g'(ax) (cf. 5,2). 


Remarque 4. Dans le cas du système 
Gi (ay). Yn) = Y 


28) Afin de trouver ©, ĉi» Q, N, On peut appliquer la proposition XII 
du $ 1. 
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le système (5,1) prendra la forme 
Ynt elne Bpy Vases Yn) = (î=1,..., 0). 
On a dans ce cas 
all, (F; £a y) =0, ally(F; ca, yj) = 1. 
Si en plus 
all. (@; de, Y) SM Ally (G; na, yj) <0, <1) 


on pourra appliquer le Théorème 1 en posant w=1—%, 
Q=n, (cf. la remarque précédente). | 


Remarque 5. Une observation analogue aux Remarques 4 
et 5 s’applique au cas des transformations perturbées de la 
forme 

L1 = GO (Yay +++ Yn) + E (Yi -+ Yn) (i= 1,...,) 
en ce qui concerne l’évaluation du domaine d’existence de la 
transformation inverse. 


3) On a évidemment ally (— (@; xe, y)(= ally (G; £a, Yj). 


SUR UNE MÉTHODE D’APPROXIMATION 
DES FONCTIONS 


Par J. SZARSKI (Kraków) 


Comme on le sait, une fonction f(%,,..., n) continue dans: 
un domaine fermé et. borné se laisse approcher, de maintes 
façons, par une suite de polynòmes. Si la fonction /(a%,..., n) 
jouit, en plus, de quelques propriétés spéciales, il est parfois 
désirable que les fonctions qui l’approchent en jouissent aussi. 
Il est difficile, en général, de mettre en évidence les propriétés 
correspondantes des polynômes d’approximation. Le but de 
la note présente est de montrer que le problème en question 
se laisse résoudre par une autre méthode d’approximation. 


Supposons que la fonction f(x,,...,%,) soit continue dans 
un ensemble ouvert 2. Soit w, un ensemble ouvert et borné 
tel que: 0, C 2+). Prenons N naturel suffisamment grand pour 
que chaque cube: 


(HEM pecan) |%—@i|< (GTB naa WS v>N) 


L 
v 
où Q(£,,...,€n) est un point quelconque de l’ensemble w,, soit 
contenu dans ©. Nous définissons, dans l’ensemble w,, des 
‘fonctions F,(0,,..., n) par les formules suivantes: 


1) Si A est un ensemble quelconque, alors A désigne la somme de 
cet ensemble et de sa frontière. 

Si A et B sont deux ensembles, alors ACB signifie que A fait partie 
de B. 
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xt Xn ts 
[eas fr HE, Sn) dg, ds, 
1 
df lan ei ay 
Pity. £2) = 1—1 (v= WN, N+ 1,...) 


(2"(=)" est le volume du cube K,). 


Théorème 1. Les fonctions F, sont de classe C! dans 
Vensemble ©, et y tendent uniformément vers la fonction 


gog 


Démonstration: On a évidemment: 


1 1 1 1 1 
Ar Chr spy er ino [ME Ey Bit = 3 Ein 5 En) — 


dav. dso | dee, o. Ed 
fau J ‘ay h ine ly Hu yin BF fici Eo) ] be 


OF” M, 175 HT, Var 


= TT 


d’où il résulte immédiatement que les fonctions F, sont de 
classe C1. Pour démontrer la seconde partie de notre théorème 
désignons par ©, un ensemble ouvert et borné tel que: wC 2 
et que chaque cube K, envisagé plus haut soit contenu dans w,?). 
En appliquant a l’intégrale figurant dans la formule (1), le 
théorème de la moyenne nous obtenons: 


(3) Fy (dr. En) =) se Nibbio 


où È, oe È, sont des nombres convenablement choisis remplissant 
les inégalités: 
x il : i 
(4) | ei é: | Si (i =1, 2,..., n). 
La fonction /(#,,...,%,) étant uniformément continue dans 
l’ensemble @, il résulte de (3) et (4) que, pour «>0 donné 
d’avance, l'inégalité: 


(5) | flay ++» 0) — Fifa, Dn) |= |F (unes Be) — AS sa | <8, 


2) L’ensemble ©, existe évidemment, pourvu que N soit suffisamment 
grand. 


(6) 
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est remplie en tout point (%,,...,%,) appartenant à l’ensemble 
w,*), pourvu que v soit suffisamment grand. Ceci termine la 
démonstration. 


Théorème 2. Si la fonction f(2,,..., tn) est croissante (dé- 
croissante), au sens large, par rapport a w; alors les fonctions F, 
le sont aussi. Cela découle immédiatement de la formule (1). 


Théorème 3. Si la fonction f(2,,..., n) est de classe 04 
dans 2, alors les fonctions F, sont de classe C* dans a, et 
leurs dérivées d’ordre: 1, 2,...,4—1, tendent uniformément 
dans è, vers les dérivées respectives de la fonction f(2,,..., Zn). 


Démonstration: Il découle immédiatement de la for- 
mule (1) que, dans nos hypothèses, les fonctions F, sont de 
classe O*. 

Soient l, S, ai... as, des nombres naturels, fixés tels que: 
Igk, sen, +a +... + a=. En employant le théorème de 
la moyenne et celui des accroissements finis nous obtenons 
de la formule (1), la relation: 

oF 


v 


dail... Ones mE 
a4— ; (2 ily = 1 26 
fa aga a ERA ES PA DA CL E) 
€ il 
yp 
ou &,...,é, sont des nombres convenablement choisis, rem- 
plissant les inégalités (4). 
Supposons maintenant que: 1<k‘—1. En désignant par È, 
un nombre convenablement choisis, remplissant la première 
inégalité (4) et en appliquant le théoreme des accroissements 
finis nous déduisons de la formule (6) la relation: 
aR eds 
7 (NEO 
a) CIO ta, ga et 
s 
3) L’ensemble w, étant évidemment contenu dans og. 
alf 


1 ag ` 
Ou, en dr, 


4) Nous désignons par fat... aes la dérivée 
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La fonction fæti... 0% étant uniformément continue dans wz, 
il s’ensuit (comme dans la démonstration du théorème 1) 
que, pour ¢>0 donné d’avance, on a: 

oF, a'f 
Er a NGE O oa D 


(8) <e 
en tout point de l’ensemble w,, pourvu que » soit suffisamment 
grand, ce qui termine la démonstration. 


Thorrème 4. Gardons les hypothèses du théorème 3., et 
supposons, en plus, que les dérivées d’ordre 4 —1 de la fonction 
f(%1,..., Zn) possèdent les différentielles totales en un point 
P(%,,...1%n) appartenant à l’ensemble w,. Ceci étant supposé, 
les dérivées d’ordre % des fonctions F,, prises au point P, 
tendent vers les dérivées respectives de la fonction f(%,,..., Cn). 


Démonstration: En posant !—% dans la formule (6), 
nous en déduisons, en vertu de notre hypothèse sur l’exi- 
stence des différentielles totales, la relation: 

OFF, (ay, ..+) Dn) RO) 
CAPRAIA daft,..., dus 


(9) 

ihe ae 

CAS RARE Ve) +2) (z;— £4)? 

ar (tit) i] n E 
v y 2.1 


LA 


où ¢(é,,...,é,) désigne une fonction satisfaisant à l’implieation: 
È (10) i (45 +. ; En) > (Dis... Cn) doc e(&, «s n) —> 0’. 


En vertu des relations (4) et (10) et l'expression : 
1\2 n E: Gi 
(=) +3! (e)—&) 


5 v 
étant évidemment bornée, il résulte de ia formule (9), que: 


(11) ih OEMs (0, Wm) 8" Mn) 
vto dail... dave doi... Igt 


ce qui termine la démonstration. 
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Théorème 5. Gardons les hypothèses du théorème 3., et 
supposons que les dérivées d’ordre 4 —1 de la fonction f(#,,..., Sn) 
remplissent la condition de Lrpscrrz avec la constante M. 

Ceci étant supposé on a les inégalités: 


oF, 


Oat... dele 
s 


(12) <M. 


Les inégalités (12) découlent immédiatement de la formule 
(6), si Pon y pose 7 —% 5). 


Remarque: En itérant le procès à l’aide duquel nos avons 
déduit les fonctions F, de la fonction f(%;,...,,) on peut con- 
struire des fonctions approchant {(x,,..., %n) et de classe si 
haute qu’on le veut. i 


5) Ce théorème peut être appliqué pour simplifier les calculs dans 
le travail de M. T. Ważewski: Uber die Bedingungen der Existenz der Inte- 
grale partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. Math. Zeitschrift, 
Band 43, Heft 4. 


SUR UN SYSTÈME D’INÉGALITÉS DIFFERENTIELLES 


Par J. SZARSKI (Kraków) 


Considérons le système d’équations différentielles -ordi- 
naires: 
(1) gy — f(a, y... La) (dt 


Supposons que les fonctions soient continues dans un 
ensemble ouvert £ et qu’elles satisfassent 4 la suivante hypo- 
thèse H: | 


Si, pour un ? quelconque (¢=1,...,), les points: 
Pago T Op gs, a); 


(2) ASINO FOR ii SI 
P(%,41,...,9/, y y. y") 


appartiennent à l’ensemble Q et: 
(3) - yxy” (v=1,...,î-1,0+1,...,%) 
alors: 
OMR. 
-Soit: 
(5) . y= y{x) (¢=1,..., n). 
l’intégrale supérieure à droite!) du système (1) issue du point 
1) Pour la définition et l’existence de cette intégrale cf. E. Kamke: 
Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen. Acta Math. 
T. 58., p. 78, Satz 7. Ce théorème ainsi que d’autres théorèmes de M. Kamke 
que je citerai dans la suite nécessite, pour être tout à fait strict, une modi- 
fication d’hypothèse indiquée par M. Wazewski dans son travail: Systémes 
d'équations et d’inégalités différentielles ordinaires aux deuxièmes. membres 


monotones et leurs applications. A paraître dans les Annales de la Société 
Polonaise de Mathématique. 
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P($,4!,...,9") appartenant à © et supposons qu’elle soit dé- 
finie dans l’intervalle: 


(6) O<I<LH+a. 


Supposons ensuite que les fonctions g(x), (é=1,...,%), 
soient absolument continues, généralisées dans l’intervalle (6) ?) 
et qu’elles remplissent les inégalités suivantes: 


(7) piè) <y'(6) = y! 
(8) pi (s) [< Ji(æ, pl(x),.…, g"(x)) 


gi désignant la dérivés approximative de p' et les inégalités (8) 
subsistant, par hypothèse, presque partout dans l’intervalle (6). 


Théorème 3). Ceci étant supposé on a dans l'intervalle (6), 
les inégalités suivantes: 


(9) p(x) < y'(æ) (i =1,..., n). 


Nous allons démontrer notre théorème d’abord dans un 
voisinage suffisamment petit du point initial sous l’hypothèse 
additionnelle que les fonctions fi soient de classe Ot et nous 
l’étendrons ensuite au cas des fonctions continues. Ces deux 
propositions font objet des trois lemmes qui suivent. Notre 
théorème en résultera immédiatement. 


2) Une fonction f(x) est appelée absolument continue généralisée dans 
l’intervalle (a, b), si: 1° elle est continue dans (a, b), et 2° l’intervalle (a, b) 
est une somme dénombrable d’ensembles sur chacun desquels f(x) est 
absolument continue. Une telle fonction posséde presque partout des dé- 
rivées approximatives. 

3) La différence entre ce théorème et celui de M. Wazewski, cf. loc. 
cit.1), consiste en ce que M. Wazewski suppose que les fonctions gi possè- 
dent, partout dans l’intervalle, des nombres dérivés remplissant les iné- 
galités différentielles, tandis que chez nous les dérivées approximatives 
de gi sont supposées de satisfaire aux inégalités (8) presque partout dans 
l’intervalle (6). 
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Remarques préliminaires: 


I. Supposons que les fonctions fi soient de classe C1 dans 
Q et qwelles satisfassent à l’hypothèse H. 


Désignons par: 
(10) yi= JL, En, n°) (î=1,..., n) 


la caractéristique du système (1) passant par le point 
(É,°,...,"). Comme on le sait*), les fonctions Y‘(0,€,77,...,9") 
sont de classe Ct partout où elles sont définies et remplissent 
l’identité: 

92, E, ni, N” <a ay! Fogga 
Go) Ò Co sa) + SAE -+s nn) ° DA 67, aT ) 20 


dni 
j=l 


II. En vertu de l’hypothèse H les fonctions g'(x,é, 7,..., 7°) 
jouissent de la propriété suivante 5): lorsque 


(12) a>é; nix! (î=1,..., n) 
alors: 
(13) de, È, Toe ’ n") < VEGA é, 7 57) (¢=1,..., n). 


Il en résulte que, pour æ>E£! 


jj i 1 n 
(4) | DEEP) > 0 (jdn) 


III. Il existe évidemment un nombre 6>0 tel que chaque 
caractéristique (10) passant par un point appartenant au 
cube: 


(15) jJé—a@l<b; |ni-gi]<b | (¢=1,...,n) 
est définie dans l’intervalle: | 
(16) ua lo—d|<b. 

1) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, 


p. 155, Satz 1. 
5) cf. 1), E. Kamke; loc. cit., p. 82, Satz 9. 
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Lemme 1. Supposons que les fonctions fi soient de classe C1 
dans © et qu’elles satisfassent à l’hypothèse H. Supposons 
ensuite que les fonctions g(x), (cf. les hypothèses de notre 
théorème), remplissent les inégalités (8) et les égalités: 


(17) pa) = pi(@) °) (î=1,...,%) 


et désignons par c un nombre positif tel que les courbes: 
yi= p(x); yi= q(x) soient situées a l’interieur du cube (15), 
pour x appartenant à l’intervalle: 


(18) <ete. 


Ceci étant supposé les inégalités (9) sont remplies dans 
l'intervalle (18). 


Démonstration: Soit z un point appartenant à Pinter- 
valle (18). Introduisons la transformation de l’espace à (n +1) 
dimensions des points (£,7%,..., 7"): 

(19) 3 v=; y'= 9a, &, mes 9°) (¢ =1,..., n). 

D’après la définition du cube (15) et de l’intervalle (18), 
la transformation (19) et de classe C1 dans le cube (15). 

Nous avons évidemment (cf. 9): 


(20) dd, vd). =) (i=, n) 


Désignons par (£), (i =1,..., n) l’image de la courbe gp‘(£), 
(î=1,...,%), par l’intermédiaire de la transformation (19), 
à savoir: 


(21) DNE) = G'(@, 6, ME), P(E) = (i=1,..., n). 
En vertu de (17) nous avons: 


(22) gr, D, yE), s y"(d)) = ĝia, @, p{&);…., p"(&) 
(C= 190) 
6) Dans les hypothèses du lemme 1., wi(x) désigne l’unique intégrale 
du système (1) passant par È. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 9 
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d’où il résulte, d’après (20) et (21), que: 
(23) Did) = px) C= een): 


D’autre part, d’aprés (21) et la définition des fonctions 
g(a, é, 7,..., N7) nous avons: 


(24) OZ) = v'(7) (ei 


En prenant les dérivées approximatives des fonctions @'(£) ?) 
nous obtenons, en vertu des relations (8), et (14), presque 
partout dans l'intervalle: 


(25) KEKE 


les inégalités différentielles suivantes: 


Di (6) EGO + yt (2, én” ) aa] & 
1 


QE ani 
(26) i n*=9"(5) 
[ERGO gaga sn) 
q*=g*(§) 


Il en résulte, d’après l'identité (11), que: 
(27) di (E) <0 (î=1,...,%) 


presque partout dans l’intervalle (25). 

Les fonctions ®(&) étant absolument continues, généra- 
lisées, il résulte des inégalités (27) qu’elles sont décroissantes 
au sens large dans l'intervalle (25)8). Nous avons donc, en 
particulier, les inégalités: 


(28) Dig) < D(a) CO); 
Il s'ensuit, en vertu de (23) et (24), que: 

(29) :; pa) <a) (î=1,..., 2). 
7) Les dérivées en question existent presque partout dans (18), les 

fonctions Di(£) étant évidemment absolument continues, généralisées. 


8) S. Saks: Theory of the integral, p. 225., Theorem (6,2), (Warszawa — 
Lwów 1937). 
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Comme 7 était un point quelconque de l'intervalle (18), 
nous en concluons que les inégalités (9) sont remplies dans 
l’intervalle (18) tout entier, ce qui termine la démonstration 
de notre lemme. 


Lemme 2. Supposons que toutes les hypothèses de notre 
théorème ainsi que les égalités (17) soient satisfaites. 


Nous affirmons que les inégalités (9) sont alors remplies 
dans un voisinage droit du point è. 


Démonstration: Soit K un cube de centre P(&,ÿ1,...,ÿ") 
tel que: KC 29°). Prenons N naturel suffisamment grand pour 
que chaque cube K,(x,y!,..., y”) de demi-côté a et dont le 


centre P(x, y1,..., y”) est un point quelconque du cube K, soit 
contenu avec sa frontière dans © pour v> N. 


Posons, pour P(x, y',...,y") appartenant à K: 


E msn") dE dal... dn? | 
df K(x, yy. y") 


(30) fi(æ, Yes y) = Be 
v 


(i=1,...,; »>N) 


Les fonctions ainsi définies sont de classe C*, satisfont 
à Vhypothése A et tendent uniformément vers f‘dans le cube K +°). 


Nous pouvons supposer (en prenant au besoin une suite 
partielle) qu’on ait: 


(31) i= #25 CE RN) 


pour tout point du cube K. 


9) K désigne le cube K avec sa frontière. 
KC signifie que K fait partie de Q. 
10) J. Szarski: Sur une méthode approximation des fonctions. Ann. 
Soc. Pol. Math. T. XX. 


9* 
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En posant: 

j di al : = 

(32) gi(æ, OFS oe SK) = VAGA Yi) m E VEN) 
nous obtenons ” suites de fonctions gi jouissant des propriétés 
suivantes: 
(a) gi sont de classe 01 dans K 
(B) gi>fi (en vertu de (31) et (32) 
(y) lim gi = fi uniformément dans À (i=1,...,%; v> N). 

1-}00 i 
(à) pi=cgi(0,9',...,9") (en vertu de (8) et (B)) 
(e) gi satisfont à l’hypothèse H dans K 

Considérons maintenant les systèmes d'équations diffé- 
rentielles: 
(e,) Yi = Gi (Ly Ye. Y”) (an) 


Soit yi =yi(x), (î=1,...,%), l’intégrale du système (e,) 
passant par le point P(£,91,...,92). 

Les fonctions gi étant évidemment bornées par la méme 
constante dans K, il existe un nombre positif b’ tel que chaque 
intégrale de n'importe quel système (e), issue d’un point 
appartenant au cube: 


(33) le-a|<b, |yigi|<b (ale) 


est définie dans l’intervalle: |æ— zo| <b’. 

Soit ¢c’ un nombre positif tel que les courbes: y'= (a); 
yi= pl(x), (Vv = N) soient contenues dans le cube (33) pour 
x appartenant a l’intervalle: 


(34) GLS. 


En vertu des propriétés (a), (ô) et (e) et du lemme 1, nous 
avons dans l’intervalle (34) les inégalités: 


(35) g(a) <yi(a)  (=1,.,n; » SN). 
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D’autre part il résulte 11) des propriétés (8) et (y) que: 
(36) lim pi (x) = p(x) (¢ =1,..., n) 
v->00 
dans l’intervalle (34). 


Les relations (35) et (36) entraînent les inégalités (9) dans 
l’intervalle (34), ce qui termine la démonstration. 


Lemme 3. Dans le hypothèses de notre théoréme les 
inégalités (9) sont remplies dans un voisinage droit du point $. 


Démonstration: Dans le cas des égalités (17) cela dé- 
coule du lemme 2. Adressons nous done au cas où l’une, au 
moins, des inégalités (7) est forte. Soit: y/=p(x), (i =1,...,”) 
l’intégrale supérieure du système (1) pour laquelle on ait: 
(37) pd) = ple) (i =1,...,m). 


En ssi du lemme 2, nous avons les inégalités: 
(38) px) < p(x) (i =1,..., %) 
dans un voisinage droit du point @. 

D’autre part, d’après (7) et (37), on a: 
(39) pd) <y'(è) (é=1,...,%) 
d’où il résulte que =): 
(40) pia) <y(@) (i =1,..., n) 


dans un voisinage droit du point £. 
En rapprochant les inégalités (38) et (40) nous obtenons 
la proposition du lemme 3. 


Nous allons maintenant achever la démonstration de notre 
théorème à l’aide du lemme 3. Il en résulte d’abord que les 
inégalités (9) sont remplies dans un voisinage droit du point @. 
Désignons par # la borne supérieure des points x appartenant 


11) cf. 1), E. Kamke: loc. cit. p. 80, Satz 8. 
12) cf. 1), E. Kamke: loc. cit. p. 82, Satz 9. 
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à l’intervalle (6) tels que les DIS, (9) sont remplies dans 
l’intervalle: [&, 2). 
Nous affirmons que: 


(41) 2=8+a. 


Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. En vertu de la conti- 
nuité on aurait alors: p(x) < ya), (i =1,..., n). En appliquant 
le lemme 3 au point & (au lieu du point #) on arriverait à la 
contradiction avec la définition du nombre #. L'égalité (41) 
est donc remplie, ce qui termine la démonstration. 


SUR LES FONCTIONNELLES CONTINUES ET 
MULTIPLICATIVES 


Par A. TuRrowIcz (Tyniec). 


Introduction 


Nous envisagerons un espace E, non vide, métrique et com- 
pact (en soi), et l’anneau de toutes les fonctions continues, 
réelles définies dans E. Cet anneau sera désigné par AE). 
Soit F une fonctionnelle réelle, définie dans A(E). Nous la 
supposerons multiplicative, c’est à dire que F(x-y)—F(x)-F(y), 
et continue, c’est à dire. que la convergence uniforme de la 
suite des fonctions x, vers une fonction x, entraine la conver- 
gence de la suite F(x,) vers F(x). 

M. BANACE et M. EIDELHEIT ont posé le problème de trou- 
ver la forme générale des fonctionnelles définies de cette ma- 
nière. La note présente contient la resolution de ce problème. 
Les résultats se trouvent exposés dans le théorème IV. 

Il est à remarquer que le problème a été resolu d’abord 
dans un cas spécial par l’auteur en collaboration avec S. KACZ- 
MARZ, à savoir dans le cas où l’espace E est l'intervalle <0,1> 
et les fonctionnelles sont supposées non négatives. La méthode 
employée était toute autre que celle du mémoire présent; 
elle était basée sur l’application de l’intégrale de STIELTJES. 
Outre la determination de la forme générale de la fonctionnelle 
le mémoire contient la discussion de l’unicité de la représen- 
tation de la fonctionnelle par la formulé trouvée. 


1. Notations. 

La lettre E designera un espace non vide, métrique et 
compact (en soi), toujours le méme dans la note présente. 

Les points de cet espace serons désignés par t, ev. t,t)... 
La fermeture d’un ensemble Z, sera désignée par Z, son com- 
plément par CZ. 
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ælt) y(t),2(t) désigneront des fonctions réelles continues, 
définies dans tout l’espace E. 
L’anneau des fonctions continues dans E sera désigné 
par A(Z). Cet anneau est un espace métrique, la distance étant 
définie par: 


(1) (2,9) = Lex [æ(t)—y(t)| 


Une fonctionnelle F, définie dans M(E), est multiplicative, si: 
(2) P(a-y) =F(x)-F(y). 
Une fonctionnelle F est continue, si 
(3) pour (2,02) 0, ona F(x)—F(x). 


Il y a deux fonctionnelles multiplicatives et continues, 
triviales, savoir: 
F(x)=0 et. F(x)=1. 
© désignera l’ensemble de toutes fonctionnelles réelles, 
multiplicatives et continues, non triviales, définies dans l’an- 
neau Y(E). | 
Les éléments de cet ensemble seront désignés par F,F,,F,,.. 


2. Les propriétés élémentaires des fonctionnelles de l’en- 
semble ®. 


(4) a) F(0) =0. 
Démonstration. On a pour tout æeX(E): F(x)-F(0) =F(0), 


et puisque il existe un a, e A(E), tel que: F(x)+1, done (4) 
est vrai. 


(5) b) F(1)=1. 


Démonstration. On a pour tout veA(E): F\x}-F(1) =F(x), 
et puisque il existe un x, e A(E), tel que: F(c) +0, done (5) 
est vrai. ae 


(6) œc) Si pour tout te E on a x(t)=0, alors F(x)>0. 
Démonstration. 


F(a)=[F(Va)}>0. 
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(7) d) |F(x)| =F(|2]). 
Démonstration. 
(F(a)? = F(a?) = F(x?) = (F(x), 
done en vertu de (6) l'égalité (7) est vraie. 
(8) e) Se pour tout te E, on a: 0<2,(t)<a,(t), alors F(x) <F (x). 


Démonstration. Suppesons d’abord, que x,(t)< x(t); alors 
æ(t)>0 et en mettant pour teE: æ (t; = x(t) y(t), on a: 
ye UL), 0<y(t)<1 pour chaque t. Par conséquent la suite 
des fonctions {y"(t)} converge uniformément dans E vers 0, 
dene la fonctionnelle F étant continue: F(y")=(F(y))"—0 
pour n—>oo. Nous avons donc 0<F(Y)<1, et puisque F(x#,)>0 
et F(x,)>0, on obtient F(x;) —F(æ)-F(y) <F(æ2). 

Passons au cas général et posons 2,(t) =#,(t) + = = ao 


Il découle du précédent que F(x#,)<F (zn). Mais (22,02) >0, 
done F(z,)—>F(a,), et par conséquent (8) est vrai. 


(9) f) Si pour tout te E, on a x(t)+-0, alors F(x)+0. 


Démonstration. Prenons un arbitraire ye%(E). En 
mettant y(t)=x(t)-z(t) pour chaque t e E, nous avons 2 e A(E). 
Par conséquent F(y) =F (x) -F(z). Si F(#)=0, la fonctionnelle F 
serait triviale et n’appartiendrait pas à l’ensemble ©. 


3. Lemme I. 

Pour chaque F e® existe un ensemble non vide, fermé Z, 
tel que: ZCE et si pour un te Z on a a(to)=0, alors F(x)=0. 

Démonstration. Nous démontrerons d’abord qu’il existe 


une suite descendante ces ensembles non vides, fermés {Dn}, 
Dn:1CDnCE, (n=1,2,3,...) telle que le diamètre de D, ne 
surpasse pas Š et si x(t)=0 dans Dn, alors F(s) =0. 


n 


La définition de D, est suivante: l’espace E étant métrique 
et compact, il existe un nombre fini des sphères fermées 


K,, Ka, ..., Kn de rayon r=+4, telles que E= Z'K;. Supposons, 
i=1 D 


138 A. TUROWICZ 


que pour chaque sphère K; existe une fonction x e A(E), 
nulle pour tous les points de la sphère, telle que F(x;)+0. 


On aurait F( Il Ti) = Il F(x;)+0. Comme il est I] dt) = 0 pour 
i=1 i=1 i=1 


chaque te E, on aboutit à une contradiction. Par conséquent 
une sphère au moins jouit de la propriété que l’identité x(t) =0, 
pour t appartenant à cette sphère, entraine légalité F(x) —0. 
Cette sphère sera désignée par Di. 

Supposons que nous avons défini déjà les ensembles 
D,,D;:,...,Dx de la suite. Il existe alors un nombre fini des 
ensembles non vides, fermés DŸ,D®,..,D® dont les dia- 


1 P 
mètres ne surpassent pas presi, tels que D=% DË. En ré- 
i=1 


pétant le raisonnement derniérment exposé, nous voyons 
qu’on peut prendre un de ces ensembles comme l’ensemble D,:1. 
Ainsi l’existence de la suite est prouvée. 

Nous désignerons un point commun de tous les ensembles D, 
par to (son existence est assurée). 

Si æ(to)=0, on a F(x)=0. En effet, soit {x,} une suite 
facile à construire, des fonctions æ,(t), telles que (æ,,æ)—>0 
et ær(t)=0 dans D,. On a alors F(x,)=0 et F(x,)—F(x). 

On définit Z comme l’ensemble de tous les points tọ jouis- 
sants de la propriété que x(t,)— 0 entraine F(x) —0. 

Notre raisonnement prouve que Z n’est pas vide. 

Maintenant soit te Z et x(t)—0. Soit {xn} une suite des 
fonctions, facile à construire, telle que (x,,2)->0 et 2,(t) 
s’annule identiquement dans un entourage de ty, qu’on dé- 
signera par Un. Puisque U,-Z=-0, il est F(#,)=0, ce qui 
donne F(x)=0, donc toe Z. 

Notre lemme est ainsi démontré. 

L’ensemble Z défini au cours de la démonstration sera 
nemmé l’ensemble caractéristique de la fonctionnelle F et 
la lettre Z sera resérvée pour le désigner. 


4, Lemme Il. 


L'ensemble caractéristique Z dune fonctionnelle Fe ®, est 
fini ou dénombrable. 
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Démonstration. Soit tre Z et r un nombre positif. Nous 
définissons une fonction x(t,r) de la manière suivante: 


æ(ltor) =}; pour (t,to) >r, x(,7)=1; 
(10) 1 al 
pour (t,t)<7, æ(t,r) = 2 ala gni (t,t). 


On a a(t,r) e A(E) et 4<a(t,r)<1 pour te FE. En raison 
de (5), (8) et (9) il est 0O<F(1)<F(x(t,r))<1. 


Nous montrerons lim F(a(t,r))<1. 
r0 SRL 
Supposons en effet que lim F(x(t,r))=1. Il existerait. 
r>0 
alors une suite {fn}, T»>Tntis Tn>0, T->0, telle que 


F(a(t,r;))>1— Soit yn(t =i] ælt, ra). On voit facile- 


baint 

+1 

ment qu’il existe limy,(t) pour un arbitraire te E; il est 
n->00 


Yn(to) = i done ¥,{t))—>-0; pour tt les valeurs de y,(t) sont 


égales entre elles, si n est suffisamment grand, parce que alors 
x(t,rn)=1. En désignant la limite des Yn par yp, nous obtenons 
que y(t) est continue; c’est évident. pour f-+t,, et eomme on 
peut déterminer un nombre positif p et un entourage de tọ U, 
tels que y,(t)<e pour te U, où e est un nombre positif 
donné, la suite y, étant non croissante, on obtient l’inégalité 
Yn(t)<e dans U pour n>p, et enfin y,(t)<« dans U, ce qui 
prouve la continuité de y au point tọ. La suite monotone des 
fonctions continues converge vers une fonction continue Yo, 
elle converge done uniformément. Nous avons F(Y)>F(Yo). 
Mais Yolto) —0, et toe Z, donc F(Yo)=0, c’est a dire F(Yn)>0. 
D’autre côte 


il 
Plyn) [fre (tra) »= HT ar aig) >1 Il: cia 
ce e que donne une contradiction. 
Désignons lim F(a(t,7))=9(t). Soit Z=2 Zn, où te Zn, 
n=1 3 


. N 
S1 


zal <glt)< a Si Z était un ensemble indénombrable, 
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un au moins des ensembles Z, le serait aussi. Notons cet ensemble 
par Z,. Il existe une suite des sphères {K,}, K,CE, dont 
les centres sont tn, în e Zp, telle que pour pq, est K,-K,=0, 
et que pour la sphère K, existe une fonction æ,(t), n 


vnlt) > 4 pour te K,,, et x,(¢) =1 pourteCK,, et enfin P(o) i 


Mettons 2,(t)=/][x;t) dans E. Deux sphères aux indices 
=1 

différents n’ayant pas des points communs, il est dans Æ 

Zn(t)>4. Par conséquent F(1)<F(2,) — WIE Le 


nombre n étant arbitraire on a: F(4)<0. D’autre côté en raison 
de (6) et (9) il est #(4)>0. Il suit de la contradiction obtenue 
que le lemme est vrai. 


5. Lemme III. 
Si FeD, re U(E), et x(t)=1 dans Z, alors F(2)=1. 


Démonstration. Remarquons d’abord que si toe CZ, 
alors existe un entourage U, du point tọ, pour lequel existe 
une fonction y, e M(E), telle que x(t) —0 dans U, et F(x)+0. 
En effet dans le cas contraire on déduirait en s'appuyant 
sur la continuité de la. fonctionnelle F que tre Z, parce que 
chaque fonction nulle pour t=t, est une limite d’une suite 
uniformément convergente des fonctions identiquement nulles 
dans les entourages de fp. 

Nous montrérons maintenant, que si x;(t)=1 dans CA 
ou A est un ensemble fermé ACOZ, alors F(x,)—1. Soient 
Uns Uns. Ur, une famille finie des entourages des points 


tie A (i=1,2,.,.,n), telle que ACY U, et qu’elles existent les 
fonctions y, jouissantes de la are y;(t)=0 dans U, et 
F(y,)+0 (î=1,2,...,n). Alors la fonction y(t) =I y,(t) est iden- 


tiquement nulle dans A, et F(y)+0. Puisque alé )=1 dans CA 
il est y(t) =x (t)-y(t) dans H, done F(y)=F(x)-F(4), c’est 
à dire F(x) =1. 
Soit v(t) une fonction satisfaisante aux hypothèses du 
lemme. 


FONCTIONNELLES CONTINUES ET MULTIPLICATIVES 141 


Soit A, l’ensemble composé de tous les points de E, tels 
que (i,2)>— (n=1,2,3,...,). On construit facilement une 


suite {an}, (2,00) >0 et x,(t)=1 dans CA,. On a F(#,)=1, 
(n =1,2,...), done Elx) =. 

6. Lemme IV. | 

Si Fe®, x,,2,€U(E) et tft) =x(t) dans Z, alors F(x) =F (£3). 

Démonstration. Il suffit considérer le cas dans lequel 
les fonctions x, et x, ne s’annullent pas pour aucun point de Z; 
dans le cas contraire le lemme est évident. 

Supposons d’abord que ,(t)=x,(t)>0 dans Z. Alors existe 
une fonction w(t) égale à x, et 2, dans Z, pour laquelle Piné- 
galité «,(t)>0 subsiste dans tout l’espace E. Nous mettons 
X(t) = Lo(t)-y,(t) et x(t) =a (t)-y(t) dans E, et obtenons 
Yrs Yo € UE) et y,(t) y(t) =1 dans Z, d’où l’on tire 


F(a) =F (£0) -F(Y1) =F (£) =F (Xo) -F(Y2) =F (%3). 


Dans le cas où il y a des points dans Z pour lesquels les 
fonctions x, et x, deviennent negatives, on a en raison du pré- 
cédent et de (7) |F(#,)|=|F(#)|. Il faut montrer encore que 
F(a): F(a) > 0. 

Mais z(t)-æ(t) 0 dans Z, il existe donc une fonction 
%3(t) continue et positive dans E et égale dans Z au produit 
de x, et x,. En raison du précédent il est F(®, 8) Fag), et 
on déduit de (6) que F(#,)>0. Ainsi le lemme est démontré. 


7. Définition d’une fonctionnelle linéaire. 
Soit y e M(E). Mettons G(y)=log F(e0), ou Fed. 


Cette définition définit une fonctionnelle réelle dans ÀA(E), 
puisque F(e¥)>0 en raison de (6) et (9). On vérifie aisément 
que G est une fonctionnelle linéaire. 

On déduit du lemme IV. que F(x) dépend exclusivement 
des valeurs de la fonction x(t) dans l’ensemble caractéristique Z. 
Nous considérons cet ensemble comme un espace métrique, 
dénombrable et compact (en conservant la métrique de 
l’espace E). De même on peut envisager la fonctionnelle F 
comme une fonctionnelle multiplicative et continue dans 
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l’espace A(Z) de toutes les fonctions réelles continues définies 
dans Z (on conserve dans A(Z) la métrique de l’espace A(E), 
et par conséquent G est une fonctionnelle linéaire dans A(Z). 

D’après un théorème de S. Mazur l’espace A(Z) est iso- 
morphe à l’espace ¢ (des suites convergentes: vers zéro). 

S. MAZUR a tiré de son théorème un corollaire suivant: 
la forme générale des fonctionnelles linéaires dans l’espace A(Z) 
est: 


(11) Gly) = X anyta). 


où y e AŻ), Uni DIE (an nombres réels). 


8. La valeur absolue de la fonetionnelle. F. 


En applicant le resultat de S. Mazur à la fonctionnelle 
définie dans le No 7. on pourrait aisément en tenant compte 
de (8) prouver que pour cette fonctionnelle spéciale il est: 
Gn=- 00 MAZZE 

Nous pouvons cependant obtenir un resultat plus fort en 
raisonnant de la manière suivante: 


Soit 
(12) G(y)=log F (ev) 
où Fed, yeA(E); soit tge Z. Prenons une suite {Yn},yneU(E): 


g LE (hto) 


Yalt) =log 4, pour (i,4)<7 soit yalt) =log ttt, 


pour Gos soit Ya(t)=0 


(nous avons pris ici les logarithmes des fonctions x(t,r) employées 


1 
dans la démonstration du lemme II, avec ic: 


On tire de la démonstration du lemme II que lim G(yn)<0. 
D’après la définition il est |y,(t)|<log2 dans Æ pour 
NEA 


D’après la formule (11) il est G(yn)= > ayn(ti). Le point ty 
i=1 


paraît dans cette formule avec un indice k (k un entier positif) 
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c’est à dire t,=t,. La fonction y, s’annulant en dehors de 
l’entourage Wt)<=, on peut choisir pour un arbitraire N 
entier positif, un entier positif p de telle manière que pour. 


n>p, i<N, i+k, soit y,(t;)=0. On aura 


G(Yn) = Op Yn(te) + Kh =az log A +k 


où 
co 
|R| < log 2- X lal- 
i=N+1 - 
Pour des n assez grands est G(yn)<0, et X la| tend vers 0 
i=N+1 


avec N->co on a done a,log4<0, ou a >0. 
En mettant dans la formule (12) æ(t)—e®, on parvient 
à la conclusion: pour æ(t)>0 dans Z, existe une suite {an}, 


Gn 05 Do telle que 


co 
2 a; log z(t;) 
1 


F(a) =e= = [] (ct). 
i=1 

La convergence du produit infini est évidente parce que, 
l’ensemble Z étant fermé, la fonction x(t) est bornée dans Z 
et ses maximum et minimum. sont positifs. 

La formule obtenus reste vraie aussi dans le cas si æ(t) 
s’annule pour un point de Z, parce que alors tous les deux 
termes de la formule sont nuls. 

En tenant compte de (7) on peut écrire pour F e D: 


(13) LP(@)| = F] tete. 


Nous démontrérons maintenant une proposition reciproque, 
c’est à dire que le second terme de (13) est une fonctionnelle 
de l’ensemble ©, non négative, sous l’hypothèse que a,>0 


(G2... Reus) ae. 
i=1 


Or, le produit infini est égal à zéro pour un x s’annulant 
pour un point de Z, ou il converge vers un nombre positif. 
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Une fonctionnelle définie par ce produit est évidemment multi- 
plicative. Nous vérifions la continuité: soit {x,} une suite 
convergente uniformément dans E vers xy. Si (tz) =0, où ty 
est un point de Z, alors la fonctionnelle s’annule pour 2, 
et en écrivant le produit infini pour 2, sous la forme: 


Ln(tx)|*e- [l'Ita(t)l%, ou la caractéristique JJ’ désigne qu’oni 
i=1 


doit omettre dans le produit le facteur de l’indice k, on voit 
que la convergence de la suite des fonctionnelles a lieu. 


De même si x(t) +0 dans Z, alors existent deux nombres 
positifs m et M, tels que pour n assez grand m<a,(t)<M 
et m<2,(t)<M, d’où en prenant les logarithmes des produits 


infinis on tire immédiatement |] 7, (t;)%— [] x(t). 
i=1 i=1 
Il est évident enfin que la fonctionnelle définie par le pro- 


duit n’est pas triviale. Ainsi nous avons établi que la fonction- 
nelle appartient a 2. 


Remarque. Dans les raisonnements du N° 8 nous admet- 
tions que l’ensemble caractéristique Z est dénombrable. Dans 
le cas où il est fini on obtient, les mémes résultats avec cette 
modification, que au lieu d’un produit infini il faut mettre un 
produit fini. Les démonstrations sont analogues, mais plus 
simples et donnent: 


(14) [2(o)|= IT et), a;>0. 
Les résultats obtenus résume le: 


Théorème 1. Pour que F e® et F(x)>0, il faut et il suffit 
que à) dans le cas ou l’ensemble caractéristique Z est infini, soit 


F(a) = [] |x(tn)|*2, où {tr} =Z et {an} est une suite arbitraire, telle 
n=1 
que an>0 et Naun<oo0; b) dans le cas ou l’ensemble caractéri- 
n=1 


stique Z est fini, soit F(x) J] |(tn)|%, 0% an>0 (n=1,2,...,p) 
n=1 


et tyytgy...ytp forment tout l’ensemble Z. 
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9. Le signe de la fonetionnelle. 
Chaque fonctionnelle F ed on peut écrire: 


F(a) =|F(x)|-sgn F(x) 


où |F(x)|e® et est une fonctionnelle non négative pour æeY(E); 
l’ensemble caractéristique pour |F| est identique avec Pen- 
semble caractéristique pour F. La forme de la fonctionnelle |F] 
est donnée par le théorème I. Il reste à déterminer la forme 
de l’expression 


(15) S(æ) =sgn F(x). 


Remarquons que S(s) est une fonctionnelle multiplicative 
définie dans Y(Æ), qui admet trois valeurs au plus: 0, 1, —1. 

Si tne Z (n nombre entier positif) et sgnæ(t,)—0, alors 
S(x)=0. Reciproquement si $(x)=0, alors il est sgn a(tn)=0 
pour un t,eZ. Sil est x.(t)-æ(t) >0 dans Z, alors S(x,) =S (£), 
parce que F(x,-2,)>0, done sgn F(x,)—sgn F(x). 

Par conséquent S(x) dépend uniquement de la suite 
{sgn x(t,)}, où {t}=Z, S(x) est done une fonctionnelle dans 
l’espace des suites {sgn x(t,)}, où x e AE). 


10. La fonctionnelle réduite. 


Soit Z=Z,+Z,, où Z, et Z, sont des ensembles fermés, 
sans points communs. Posons S,(%)=S(%), où GeW(H) et 
sen a(t) =sen x(t) dans Z,, sgn z(t)=1 dans Z, Pour chaque x 
existe un 7 jouissant des propriétés requises, puisque la distance 
des ensembles Z, et Z, est positive; la valeur de S(x) ne dépend 
pas évidemment du choix dé la fonction satisfaisante aux 
conditions données. La fonctionnelle $;(x) sera nommée un 
réduit de la fonctionnelle S à l’ensemble Z.. 


Lemme V. 
Soient Zi, Zo,- Zn des ensembles fermés, Zi: Za=0 pour ik, 


Z=) Z, soit enfin S; un réduit de la fonctionnelle S à Ven- 
i=1 


semble Z;; alors 


n 


S()=I]S;(x) pour x eME). 


i=1 
Rocznik Pol. Tow. Matem. XX. 10 
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Démonstration. Il suffit de considérer le cas dans lequel 
x(t)+0 dans Z. Soient x; (î=1,2,...,n) des fonctions x;(t) eU(Z), 
telles que ælt) =ft) dans Z; et x;(t)=1 dans Z—Z;. Alors 


S(w) = [] 8(ai), puisque a(t) =[] z(t) dans Z. De l’autre côté 
i=1 3 i=l 


S;(x)=S(x;), ce qui donne le lemme. 


Lemme VI. 
Soit S(a)=sgn F(x), Fe® et tneZ. Soit Z=XZ;, où GF, 
i=1 


sont des ensembles fermés, Z;-Z,=0 pour j+k, Zo contient un 
seul point to, Jim Z,—=Z, (dans le sens de Hausdorff). Soient 
noo 


enfin Six) pour i=1,2,3,... les réduits !) de la fonctionnelle S 
aux ensembles Z;. 

Alors existe une permutation de l’ensemble des nombres entiers 
positifs (l,ko;...,kn,...) et existe une fonctionnelle Si(x) égale 


x 


à Sgn x(t) ow à sgn? alto), telles que: 
S(s) =8,(2) a CS x» (x) 3 Sip, (2)]. 


Démonstration. Il suffit de considérer le cas où x(t) +0 
dans Z. Nous repartissons les nombres entiers positifs en deux 
classes K, et K, de la manière suivante: n e K,, si S,(#)=1 
pour toutes les fonctions satisfaisantes à la condition x(t)<0 
dans Z,; dans le cas contraire, c’est à dire si l’inégalité x(t)< 0 
dans Zn, implique légalité S,(x)=—1 on a ne K,. Nous dé- 
finirons maintenant la permutation (kı, ka...) des nombres 
entiers positifs. Nous posons k, =1. Si une des classes K, et K, 
est finie et contient un nombre impair des éléments alors k, 
est égal au plus petit nombre de la classe, qui ne contient pas 
le nombre 1; dans les autres cas k, est égal au plus petit nombre, 
différent de 1, de la classe qui contient le nombre 1. Si les 
nombres ky,ke,...,%sp, Sont déjà définis, alors kəp}ı est égal 
au plus petit nombre entier positif non contenu dans la suite 


1) Les fonctionnelles S; sont bien définies parce que l’ensemble 
GG Z nas Z nr (n> 1) est fermé pour chaque suite finie des nombres 
Nys Nos +++, Ms CO qui est facile à voir. 
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finie kı... k2p et kepy2 est égal au plus petit nombre de la 
même classe que kzp}, différent des nombres ky, kg,...,kap+1. 
Ainsi la permutation est définie et nous posons 


P(x) =f] [Sop (0); Say). 


P(x) est bien défini pour tout x e M(E), à condition que 
x(t) +0: si x(t) >0, alors a(t) >0 pour t appartenant à presque 
tous les ensembles Z,, il est donc pour è assez grand 


[Shop 4 (x) F Sky;(2)] =1. 


D’après notre définition de la permutation (%,,%2,%3,...) 
cette égalité subsiste aussi pour x(t) < 0, et par conséquent 
le produit infini converge pourvu que æ(t,)+0. On voit que P(x) 
est une fonctionnelle multiplicative. Nous définirons mainte- 
nant la fonctionnelle multiplicative S,(x) de la manière sui- 
vante: posons #,(t)=—1 dans E; soit 


So(@) =sgn? x(t), si So) P(a)=1 
S(x) =sgn 2(to), si S(#)-P(%) = —1. 


Nous montrérons que S(x) =S(x): P(x). (Le second terme 
de cette égalité est défini même si x(t,)—0, puisque alors 
S(x) = 0). 

Supposons d’abord que x(t,) >0. On a x(t) >0 dans presque 
tous les Zn. En désignant par R la somme de tous les ensembles 
Zn, dans lequels on à constamment «(t)>0, nous avons 
Z=R+2Zm,+Zm.---+Zm, (la distribution de l’ensemble Z 
dépend de la fonction x(t)), où tous les ensembles du terme 
second sont fermés. Le réduit de la fonctionnelle S à l’en- 
semble R étant égal à 1 (pour la fonction considérée), on a en 


raison du lemme V. 8(x) =[| I Smj(&). Mais (P(x) est égal au même 


produit et Sox) —1, le lemme est donc vrai. 
Soit maintenant x(t)< 0. D’après le précédent il est: 


S(-2)=S(—c\P(-2), 
S(Xq) -S(£) = So(Lo) -So(@) - P(&o) - P(æ). 


ou 


10* 
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Il vient de l’hypothèse x(t)+0 dans Z, que tous les facteurs 
dans légalité dernière sont égaux à J ou à —1; il est done 


S(2) =[S(%0)-So(%0) -P(%o)}-So(@) -P(2). 


| D’après la définition de S,(x) l’expréssion dans le crochet 
est égale à 1 pour x(t,)< 0, le lemme est donc démontré. 


11. La forme de la fonctionnelle S(x). 


Théorème TI. Si S(a)=sgn F(x), F e®, alors existe un 
ordonnement des éléments de l’ensemble Z, Z= {tn} et une suite 
{Bn}, où Bn=1 ou Bn=2, (n=1,2,...), tels que pour x eA(E): 


(16) S(x) =sgn®: 2(t,)-sgn? w(t) - II [Sgn &(t2;41) - SEN L(t) i2. 


Dans le cas où Z est un ensemble fini, le produit est fini, 
et si le nombre des éléments de Z est impair, on a un facteur seule- 
ment avant la caractéristique IT. 


Démonstration. Il suffit de considérer le cas où æ(t)+0: 
dans Z; dans le cas contraire le théorème est évident. 

Nous nous appuyerons sur le théorème, que pour chaque 
ensemble dénombrable existe un nombre ordinal a, tel que 
la dérivée de cet ensemble de l’ordre a est un ensemble fini, 
non vide. 

La démonstration sera faite par induction transfinie: on 
vérifiera que le théorème est vrai lorsque le nombre a pour 
l’ensemble Z est égal à 0, puis en le supposant vrai pour les fonc- 
tionnelles dont les ensembles caractéristiques ont les dérivées 
finies, non vides de l’ordre &, où <y, on montréra que le 
théorème reste vrai, lorsque l’ordre de la dérivée finie, non 
vide de l’ensemble Z est égal à y. Dans le cas a= 0, on obtient 
immédiatement notre théorème du lemme V., et du fait que, 
si Z contient un seul point t,, alors S(x) est égal à sgn x(t) 
ou sgn? x(t,) suivant que S(x) est négatif ou positif pour x(t,)< 0. 

Supposons donc, que le théorème soit vrai pour toutes les 
fonctionnelles dont les ensembles caractéristiques ont une 
dérivée finie, non vide d'ordre £, < y, et que l’ensemble Z 
a une dérivée finie d’ordre y, contenante q points (g>0). L’en- 
semble Z étant fermé et dénombrable, il peut etre partagé 
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en des ensembles fermés Z,,Z.,...,Z, dont chacun a la dérivée 
d’ordre y composée d’un seul point. Désignons les réduits de 
la fonctionnelle S(x) aux ensembles Z; par $;(x). On voit qu’il 
suffit de démontrer le théorème dans le cas où la dérivée 
d’ordre y de l’ensemble caractéristique contient un seul point: si 


(i) (/) co (/) 
Silo) sen"! a(t). sgn! a(t). I] [sen a(t.) -sgn al)? 


pour j=1,2,...,9, alors en raison du lemme V.: 


Se) =]] (sent at (1). sen” n). [] [sen s(t) -sgn a 

= i=1 
d’où on tire immédiatement le théorème parce que 1° l’ex- 
pression du second terme peut étre écrite comme un produit 
infini simple; 2, en permutant un nombre fini des facteurs 
senfra(t,) on obtient la forme de (16). 

Nous supposons donc que la dérivée d’ordre y de l’ensemble Z 
contient un seul point tọ L’ensemble Z— (tọ) sera reparti en 
une famille dénombrable des ensembles fermés {Z,}, dont 
chaques deux sont disjoints, de la façon suivante: 

1° si y=1, alors chaque ensemble Z, contient deux points 
de Z— (to); 2° si y>1; alors on prend une suite des nombres 
{rn}, Tn > 0, tn->0, tels que si te Z, alors (t,t))==7n (n =1,2,...). 
Telle suite existe, puisque dans le cas contraire l’ensemble Z 
serait indénombrable. Zp soit l’ensemble de tous les points 
de Z, tels que rn<(t,to)<Tn-1;} (fo=00). Puisqu’il est y >1, 
donc il y a une infinité des ensembles Zn, qui contiennent une 
infinité des points. Par conséquent on peut réunir chaque 
ensemble Zm vide ou fini à un ensemble Z, infini, opérant 
toutefois de cette façon que deux ensembles Zm différents 
soient réunis à des ensembles Z} différents. La famille dé- 
nombrable, obtenue par cette opération forme la suite des 
ensembles {Z,}, que nous allions définir. Il est éssentiel pour 
les raisonnements suivants, que tous les ensembles Z, sont 
ou infinis ou contiennent un nombre pair des éléments. Il 
est facile à voir que 1° les ensembles Z, satisfont aux condi- 
tions du lemme VI; 2° chaque ensemble Zn à une dérivée finie 
d’ordre inférieur à y. 
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Les éléments de l’ensemble Z, serons désignés par t, 19”... 


(cette suite peut être finie, elle est composée alors de deus 
éléments). 


S,(£) aient la même signification que dans le lemme VI. 


En raison de l’hypothèse admise il est pour n>1: 
OTT a) (2) O) w ei 
Sn(e)=sgn'! a(t”) sgn"? x(t vi [sgn w(t) sgn v (t32) ] T. 


Remarquons qu’il est 8,(—1)=1, ou S,(—1)=—1, suivant 
que p =p, ou p= 6. Le lemme VI donne: 


S(x) =T) I LSe 1 (2) Sig, (2)]- 


Vu la définition de la permutation k, kə... dans la démon- 
stration du lemme VI, on a pour 1>2: i 


pEi + Blais) + Bro) + fd =0 (mod 2). 


Par conséquent on peut écrire pour 1>2: 


Sin;_4(@) Sha (2) = Ätse X( TO) sgn a(t. »)] ei, 


où les 79,7... sont des éléments convenablement ordonnés 
de Men nie Zi. 1T Zip et a) sont égaux à 1 ou 2. 


Il est aussi: 


Sa (©)-8y, (0) =8g0 (#19) -sgn a(x). 
(1) 
I] [sgn (tS) sgn alrt). 
H 


Nons avons donc: 


(1) (1) 
S(s) = Sols) sgn" e(r). sgn eY). 


æ co ; AY) 
“Ly [sen alti) -sgn altija) He, 
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ou en posant 


[sgn a(20,,)-sgn a(r) E=), Plo) =[] [J no) 


—1 j=1 


on obtient 
(D et) 
S(x) =So(@)- sgn! a(7)-sgn? (70). P(x). 


Les éléments de la suite à double entrée {nP (2)} forment 
une suite simple, si l’on prend un après l’autre les éléments 
pour lequels il est 7+j=2,3,4,... Les éléments de cette suite 
serons désignés par 7,(2). 


Nous disons que P(x =I] Hal & 


En effet la fonction x(t) étant continue, elle est du méme 
signe que (tọ) dans presque tous les ensembles Zr; t Zr 
il est donc pour presque toutes les valeurs de 7 n (x) =1, 
O= 2S 00) 


Le produit UL 5 (x) étant convergent pour chaque 7, donc 


la valeur de i poet donnée, un nombre fini seulement des 
facteurs n (2) satisfait à l'égalité n(x) =—1. Par conséquent 
cette égalité subsiste pou: un nombre fini des couples (2,5), 


ce qui donne P(x =] mle). 
n=1 
Nous avons S,(@)=sgna(ty), où e—1, ou €, —2. Il est 
donc 


(17) K(x) =sgn®? x(t) sen" x(t) sen” x(r): 
Il [sgn 2(72-41) -SEN (T21) + 


OÙ To; Ti; To --- Sont des éléments de l’ensemble Z convenablement 
ordonnées, 7, est identique avec tọ €; égal à 1 ou 2. 
Il s’agit de ramener l’expression (17) à la forme (16). 
Supposons d’abord qu’il a y une infinité des exposants 
satisfaisants à e,=2. La valeur du produit infini ne sera pas 
changée pour x(t) +0 dans Z, si l’on enlève tous les facteurs 
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pourvus de l’exposant 2. Deux au moins des nombres £p; &, & 
sont égaux; on réunit les sgn a(t) corréspondants en un couple 
et on met le facteur obtenu sur la première place libre dans 
le produit infini. Le troisième sgn x, qui figurait avant la ca- 
ractéristique J7 et un sgn +, appartenant à un facteur enlevé 
restent avant la caractéristique / et on remet tous les autres 
sgn x, réunis arbitrairement en des couples, dans le produit 
infini. Ainsi on parvient à la formule (16). 

Supposons maintenant qu’il est e,=1 pour presque toutes 
les valeurs de n. {Un} soit alors une suite des entourages du 


point tọ telle que Un4:CU, et [| Un=(to). Nous disons que 
n=1 


pour chaque n existe un indice m=m(n), tel que toniie Un 
et tomy. € Un et Em+2=1. En effet d’après les hypothèses ad- 
mises existe une infinité des indices 7 pour lesquels 7241 € Un, 
e2 =1. S'il existait une infinité des indices 7, tels que ¢4.=1, 
et un seulement des points 72:41, T242 appartenait a l’entou- 
rage Un, on pourrait définir une fonction x(t), x(t)#+0 dans Z, 
telle que [sgn x(72;41)-SgN Vz) =—1 pour une infinité 
des indices 2, ce qui est en contradiction avec la convergence 
du produit infini dans (17). Par conséquent existe une suite 
infinie des nombres entiers positifs 2p,4 1, 2p,4-2, 2p.+-1, 
2po+ 2,... telle que ep,j2=1, Tzn >to, Top? lo: 

Posons maintenant t,=t,, pour n ne figurant pas dans 
la suite définie (n=3) en conservant les exposants respectifs. 

Parmi les nombres £, €2, £p,+2, 11 y a au moins deux égaux; 
désignons la valeur commune de ces nombres par fp,+2, et les 
points correspondants par tep,+41, t2p +2; ils restent encore deux 
de points To, Ti Ta) T2p +1) On les désigne par tı, tə et les expo- 
sants fı, Pa, sont égaux à e; correspondants, si 7=1,2,...,p,;+ 2, 
où à 3—ep, pour le point To; nous posons enfin Ép;+1 = T2p;_ 1+2 
tapH2 = T2p1 eb Bpr+2 =, pour 

Il est à noter que tous les points ont conservés leurs expo- 
sants à l’exception du point Tọ, pour lequel nous avons changé 
l’éxposant sọ en 3—e. Nous disons qu’on a avec les notations 
introduites la formule (16). Pour le démontrer considérons 
les produits: 


Q € 
12. 
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P, = agn°0 a(t) - sgn’! (71) sgn”? w(t): 
- [] [sen (tar) -sgn o( tarp), 
= sgn“! ælt) sen”? ælta) I [sgn æ(t:11) Sgn a(ter42) 1° te 
i=1 


où n>p,. Soit k=k(n), le plus grand nombre tel que p,<n. 
Il est alors P,-P,=sgn #(to)-8gn X(t2p,12). Mais pour n—-oo, 
k—>co, donc t,12>t, et la fonction x(t) étant continue et 
x(t)+0 on a P,-.P,—1, ce qui démontre le théorème. Ainsi 
la démonstration du théorème II est terminée. 


Il est évident qu’on a aussi le théorème reciproque: 


Théorème ITI. Si S(x) est defini par la formule (16), en 
admettant que l’expression du terme second est bien définie pour 
chaque fonction de M(H), alors existe une fonctionnelle F e D, 
telle que S(x)=sgn F(x). 


Remarque. 1° Il y a une différence essentielle entre les 
fonctionnelles, pour lesquels il est dans (16) #,=f, et celles 
pour lesquels on a f,+f,. Les premières sont positives, les 
autres négatives pour la fonction identiquement égale 4 —1 
dans Z. 

2° On pourrait rayer dans la formule (16) tous les facteurs 
pourvus de l’exposant 2, si l’on demandait que la formule 
subsiste seulement pour les fonctions non nulles, dans un 
point de Z. Si elle doit rester vraie aussi pour les fonctions 
nulles dans quelque point de Z, on doit laisser tous les facteurs, 
parce que la présence d’un facteur nul est nécessaire, le produit 
des facteurs non nuls pouvant alors diverger. 


12. Unicité de la représentation de la fonctionnelle. 


Nous étudierons la question, si une fonctionnelle F «®© 
admet une représentation unique au moyen d’un ordonnement 
des éléments de l’ensemble Z, de la suite {a,}, (du théorème I) 
et de la suite {8,} du théorème Il). 

On tire de la définition de l’ensemble Z, que cet ensemble 
est determiné univoquement pour une fonctionnelle donnée F. 
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Supposons que |F(@)|= []|x(t)|%= J] Jalti où {en} et {eh} 
i=1 St 
sont deux arrangements de l’ensemble Z, a; >0, a >0, Sue) 
i=1 


SE co. Il est évident que les arrangements {tn} et {tr} peuvent 


étre différents, parce que les produits infinis convergent abso- 
lument. 

Nous montrérons que légalité t,=t; implique la rela- 
tion ax=qj. 

Soit Z la dérivée d’ordre y de l’ensemble Z, (y un nombre 
ordinal, Z® =Z). Mettons Z,—Z0- 70%, Soit £ le plus 
petit nombre ordinal tel que il existe tre Z:, satisfaisant 
à t=tj et ax+a;. On peut trouver un entourage U du point tx 
contenant (outre le point f;) seulement ces points de l’ensemble Z 
qui appartiennent à un Z,, où n< é. Prenons une fonction x(t), 
telle que 0<x(t)<1 dans U et x(t) =1 dans CU. Alors: 
|F(a)| = JI |x(ts) |= IT (alti), done |x(t2) |z =|a(t})|%7, et par 

teU teU j 
conséquent az= a; contrairement à l’hypothèse admise. 

Nous avons donc prouvé que à chaque élément de Z cor- 
respond un exposant a bien determiné, indépendant de lordon- 
nement de l’ensemble Z. 


Supposons maintenant que: 
Sgn F(x) =sen"! 2(t,)-sen'2a(t,) Il [sgn w(t) SED Lli) 42 = 
= sgn"! a(t) sgn” (ta): [] [sgn altera) sg (tao)? 


Nous admettons donc, que nous avons deux représenta- 
tions de sgn F(x) avec le même ordonnement de Z. 

Nous montrérons que fr=ßfr pour %=1,2,3,... 

Soit le plus petit nombre ordinal de la propriété, qu’il 
existe un nombre % tel que fr+fkr et B, correspond à un 
point tp; tp € Ze. - 

Soit U un entourage du point tp, défini comme dans le raison- 
nement précédent, avec une condition supplémentaire que 
CU-U-Z=0. Prenons une fonction x(t) telle que x(t)<0 dans U 
et #(t)>0 dans CU. Par un raisonnement analogue au pré- 
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cédent on parvient à la conclusion que 8z=f} contrairement 
a l’hypothèse admise. 

Nous avons donc démontre que les exposants fp sont bien 
determinés, si l’ordonnement de l’ensemble Z est donné. 

Il est impossible de généraliser ce resultat, comme on voit 
de l’exemple suivant: 

Nous prenons comme espace E le segment <0,1>; comme 
l’ensemble Z on prend l’ensemble composé de points dont 
les abscisses sont: 0,1, (4)", 1—(4)", où n=1,2,3,... Soit: 


sgn F(a) = sgn? x(0)-sgn? x(1) Il [sgn a(($)2) sen æ((4)2)]- 
[sgn e(1—(4)?)-sgn æ(1— (4)2)]. 


Il est évident que cet produit infini est bien défini pour 
chaque fonction continue dans <0,1>. Nous disons qu’il est: 


sgn F(a)=sgn x(0)-sgn x(1)-sgn x(+)-sgn x(4)- 
oll [sgn w((4)™)-sgn 2((4)?#1]-sgn 0(1—(3)?) -sgn e(1-(4)?41)]. 


_ Aussi ce produit infini est bien défini pour chaque fonction 
continue dans <o,1>. Pour établir l’égalité de deux expressions 
pour sgn F(x) désignons par P,(x) et P,(x) les produits partiels 
obtenus en remplaçant la limite supérieure de la multipli- 
cation co par n. On a pour x(t) +0 dans Z: 

P,,(«) - PA(æ) =sgn #(0) - sgu w(1)-sgn «(($)?"+1) sgn @(1—(3)"*"). 

La fonction a(t) étant continue dans <0,1> il est 
P,(x)-P,(x)—1, done P,(x)—P,(x) pour des n assez grands, 
ce qu’il fallait démontrer. 

Grâce à deux différents ordonnements des éléments de 
l’ensemble Z nous avons trouvé deux représentantions de 
sgn F(x), telles que aux points 0 et J correspondent une fois 
les exposants I, autre fois les exposants 2. 


13. La forme générale d’une fonctionnelle. 
Les resultats trouvés sont résumés dans le théorème suivant: 


Théorème IV. Pour que FeD, il faut il suffit que 19 existe 
un ensemble Z, non vide, fini ou dénombrable et fermé, ZCE; 
2° existe un arrangement des éléments de l’ensemble Z: t,,9,83,...; 


156 A. TUROWICZ 


co 
3° existe une suite {an}, an>0, D'an<oo; 4° existe une suite 
n=1 


{Pn}, Pn=1 ow B,=2 tels que: 


F(æ)=[] |o(t)|"!-sen'!att,)-sen°22(t,)]] [sgn 2(t214.)-861 (tia) 1" 
pour tous les x e A(E), avec cette restriction, que si Z est un en- 
semble fini, on doit remplacer les deux produits infinis par les 
produits finis avec etant des facteurs, combien de points contient 
l’ensemble Z; le nombre an est determiné univoquement par la 
fonctionnelle F et le point tn, le nombre Bn est determine univo- 
quement par la fonctionnelle F. le point tn et Varrangement de 
l’ensemble Z en la suite {tn}. 


SUR L’UNICITÉ DES INTÉGRALES DE L’ÉQUATION 
DE CLAIRAUT, MODIFIÉE 


Par T. WAZEWSKI et J. SZARSKI (Kraków) 


Considérons l’équation différentielle ordinaire de la forme: 


(1) y’ = f(x, y) 


et supposons que la fonction f(x,y) soit continue dans un 
rectangle: 


(2) |w—a|<a; |y—yol|<b. 


Une équation de la forme (1), définie dans un rectangle (2), 
sera appelée l’equation de Clairaut, modifiée, si par tout point 
du rectangle (2) il passe une droite dont la partie commune 
avec le rectangle (2) est l’intégrale de cette équation. Une 
telle droite sera appelée droite-intégrale. 

Nous allons démontrer le théorème suivant sur les équations 
de cette espèce. 


Théorème. Une équation de CLATRAUT, modifiée ne possède, 
dans le rectangle où elle est définie, d’autres intégrales que 
ses droites-intégrales. 


Démonstration !). Remarquons d’abord que deux inté- 
grales de l’équations (1) issues d’un point P du rectangle 
(2) ont forcément la même tangente en ce point. Il en résulte 
que deux droites-intégrales de l'équation (1) ne peuvent pas 
se couper en un point du rectangle (2). 

Pour démontrer notre théorème il suffit de prouver que si P 
est un point quelconque du rectangle (2), alors toute intégrale 


1) La démonstration que nous présentons est de caractère géomé- 
trique. Une autre démonstration de caractère analytique, mais un peu 
plus compliquée, a été donnée d’abord par M. Wazewski. 
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issue de ce point est identique 4 la droite-intégrale passant 
par ce point. 

Supposons, par impossible, qu’il n’en soit pas ainsi pour 
un point P du rectangle (2). Il existerait alors une intégrale I 
issue de ce point qui ne serait pas identique à la droite-inté- 
grale p passant par ce point. Il existerait donc un point Q 
de l’intégrale I qui ne serait pas situé sur la droite p. Suppo- 
sons, pour fixer l’attention, que @ soit situé à droite du point P 
et au-dessus de p?). Nous pouvons supposer en plus que la 
portion de I entre le point P et @ soit située au-dessus de la 
droite p. Dans le cas contraire, on remplacerait le point P 
par le point P’ en lequel l’intégrale I envisagée à gauche de Q 
coupe la droite p pour la première fois. Soit J la droite joignant 
les points P et Q. Cette droite est évidemment. différente de la 
droite p et la coupe en P. Il existe sur la droite 7 un point È 
(qui peut d’ailleurs coincider avec Q) différent de P et tel que 
la portion de I entre les points P et R est située au-dessous 
de la droite l. Ceci est évident, puisque autrement il existerait 
sur I une suite de points situés au-dessus ou sur la droite 7 
et convergeant vers P et la tangente-à I en P serait par consé- 
quent différente de la droite-intégrale p, ce qui est impossible 
d’après la remarque au début de la démonstration. 

En vertu du théorème de LAGRANGE il existe, sur la portion 
de I entre P et R, un point $ tel que la tangente à I en ce 
point est parallèle à la droite J. Cette tangente t est évidem- 
ment la droite-intégrale passant par S et coupe la droite p 
en un point 7 dont l’abscisse est supérieure a celle du point P 
et inférieure 4 celle du point @ (puisque le point S est situé 
au-dessous de J et au-dessus de p). Le point T appartient par 
conséquent au rectangle (2). Nous sommes ainsi conduits 
à la conclusion que le point d’intersection de deux droites- 
intégrales p et t appartient au rectangle (2), ce qui est impos- 
sible, comme nous l’avons remarqué au début de la démon- 
stration. Notre théorème est ainsi démontré. 


2) On démontre d’une façon analogue que d’autres cas qui peuvent 
se présenter (Q à gauche de P et au-dessus de p, ainsi que Q au-dessous 
de p et à gauche ou bien à droite de P) conduisent à la contradiction. 
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Interprétation géométrique. 

Du point de vue géométrique le résultat que nous venons 
d’obtenir peut étre formulé sous la forme suivante: 

Si une famille de droites dans le plan jouit de la propriété 
que par chaque point d’un rectangle il passe une seule droite 
de la famille, alors cette famille n’admet pas d’enveloppe 
dans ce rectangle. 


Remarque. Considérons une équation de CLAIRAUT c. à. d. 
l’équation de la forme: 


(3) y =y’ + gly’). 


On sait que pour tout ¢ pour lequel la fonction g(t) est 
définie la droite de la forme: 


(4) y = cx + g(c) 
est une intégrale de l’équation (3). 


Supposons que dans un rectangle (2) l’équation (3) se laisse 
écrire sous la forme (1). Ceci étant, il résulte de notre théorème 
que léquation (3) n’adment pas d’autres intégrales dans le 
rectangle (2) que les segments des droites (4) situés dans ce 
rectangle. 


Problème dans l’espace à trois dimensions. 


Il se pose le problème suivant: 
Considérons le système de deux équations ordinaires: 


(5) LT f(æ, y, 2), 
2° = g(#, y, 2). 


Supposons que les fonctions f(x,y,z) et g(x, y,2) soient 
continues dans un parallélépipède: 


(6) |w—ay|<a; |y—Yo|<b; |2—20|<c 


et que par chaque point de cet ensemble il passe une droite 
dont le segment situé dans cet ensemble soit Vintégrale du 
systeme (5). 

Est-ce qu’il existe alors, dans le parallélépipède (6), une 
intégrale de (5) qui ne soit pas identique 4 un de ces segments? 
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On peut formuler un problème géométrique analogue 
sous la forme suivante: Supposons qu’on ait dans l’espace 
à trois dimensions deux domaines plans, homéomorphes, 
situés respectivement sur deux plans M, et IM, horizontaux 
à laxe x. Joignons les points homologues de ces domaines 
par des segments rectilinéaires et supposons que deux segments 
différents ne se coupent jamais en un point situé entre les 
plans I, et I7,. Est-ce qu'il existe alors une courbe située dans 
l’ensemble composé des points de ces segments qui soit tangente 
en chaque point au segment passant par ce point et qui ne soit 
pas, elle-même, identique à un de ces segments? 


SUR UNE PROPRIETE ASYMPTOTIQUE 
DES INTÉGRALES D’UN SYSTEME D’ÉQUATIONS 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 


Par J. SZARSKI (Krakow) 


I. Considérons le système d’équations différentielles ordi- 
naires: 


(1) Yi= f(%, Yay +++ Yn) (i=1,..., n). 


Soit E un ensemble dans l’espace de points. (Ye RUE) 
x (n+1) dimensions tel que: 


1°. La projection de l’ensemble E sur laxe x est linter- 
valle: 


(2) 0<x<+ co. 


20, Toute section de l’ensemble E par un plan x =a quel- 
conque (a>0) est un continu borné et possédant des points 
intérieurs. 

3°. Toute portion de l’ensemble E entre deux plans «=a, 
et æ— a, quelconques est fermée et bornée. 


Supposons que les fonctions fi(%, Y1,..-, Yn) Soient continues 
dans un ensemble ouvert 2 contenant l’ensemble E et que 
les intégrales du systeme (1) jouissent de la propriété suivante: 

(a) Si P(%,%,---,9n), Où #>0, est un point appartenant 
à la frontiére de l’ensemble #, alors pour toute intégrale du 
système (1) issue du point P il existe un nombre positif h, 
tel que l’intégrale envisagée dans l’intérvalle (c#—h,%) est 
située à l’intérieur de E et envisagée dans l'intervalle (%,%-+ h) 
elle est située à l'extérieur de F. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. XX. - 11 
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Ceci étant supposé on a le théorème suivant: 

L'ensemble F de points P appartenant à la section de Ven- 
semble E par le plan x — 0, et tels qu’il existe une intégrale du 
système (1) issue du point P, définie dans l'intervalle (2) et située 
dans l’ensemble E, est un continu ou bien se réduit à un seul 
point. 

Nous allons démontrer ce théorème dans le cas ou la fron- 
tière de l’ensemble E est une surface de révolution. Nous 
n’envisageons ce cas particulier que pour fixer l'attention. 


II. Nous adoptons des hypothèses suivantes: 


Hypothèses H. Supposons que les fonctions fi(€, ÿ1,..…., Yn) 
soient continues dans un ensemble ouvert 2 contenant l’en- 
semble défini par les inégalités: 


n 


(3) 0<%x<+ 00; J (y) < [ye 
j=i 


où la fonction y(x) est positive et dérivable dans l'intervalle (2) 1). 
Supposons en plus que pour tout point de la surface: 


n 


(4) D (y) =), 
j=1 
on ait l’inégalité: 
(5) SW fi, Ya, Un) > Ya) - y'(æ) 2). 
j= i 


III. Désignons par S, la section de l’ensemble (3) par le 
plan «=», c. à. d. l’ensemble défini par les relations: 


(6) w=; J (w)? <P (S») 
j= 

et soit F l’ensemble de points P appartenant à la section S, 

et tels qu’il existe une intégrale du système (1) issue du point 

P, définie dans l’intervalle (2) et située dans l’ensemble (3). 


1) On voit aisément que l’ensemble (3) satisfait aux hypothèses 1°, 2°, 3° 
(cf. l’alinéa I). 

2) Le sens géométrique de l’inégalité (5) est (comme il apparaîtra 
plus loin) que les intégrales du système (1) jouissent de la propriété (a) 
(cf. l'alinéa I) par rapport à l’ensemble (3). 
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Théorème. 

Les hypothèses H étant remplies, l’ensemble F est un 
continu ou bien se réduit à un seul point. 

Nous allons effectuer la démonstration de notre théorème 
en démontrant les deux propositions suivantes: 

Dans les hypothèses H: i 

(£) Toute intégrale du système (1) issue d’un point appar- 
tenant à l’ensemble (3) et prolongée à gauche du point initial 
est située dans l’ensemble (3) jusqu’à ce qu’elle coupe la 
section S,. 

(y) Pour tout v, l’ensemble F, de points de la section Sọ 
situés sur des intégrales du système (1) issues des points de la 
section S,, est non-vide, fermé et connexe. 

Nous terminerons ensuite la démonstration en prouvant que: 


(7) P= [|E 
=0 


IV. Démonstration. 

Ad. (8). Nous démontrerons d’abord que, dans les hypo- 
thèses H, les intégrales du système (1) jouissent de la pro- 
priété (a) (cf. l’alinéa I) par rapport à l’ensemble (3). 

Soit, en effet, P(T, ¥,,..., Yn), Où > 0, un point de la frontière 
de l’ensemble (3), c. à. d.: 

(8) Z>0; J (m= Ma. 
j=1 

Soit y:= y(x) une intégrale quelconque du système (1) 
issue du point P, c. à. d. remplissant les égalités: 

(9) yı(T) = Ji (î=1,..., n). 

En vertu des hypothèses H et des relations (8) et (9), nous 
avons: 


(10) ae Sloe] >o. 
Ils lens qu’il existe un nombre positif h tel que: 
(11) x (yx)? <[y(w)P pour z—h<e<7. 
f= 1 
(12) > (yz)? >[y(a)P pour a<r<T+ dh. 
j=1 ; 


11% 
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Ceci prouve que la condition (a) est remplie par rapport 
& Pensemble (3). 

De la propriété (a) qui vient d’étre établie il résulte immé- 
diatement que toute intégrale du système (1) issue d’un point 
P(&, Y- Yn), (où #>0), appartenant à l’ensemble (3) et en- 
visagée dans un voisinage suffisamment petit à gauche du 
point initial est située à l’intérieur de l’ensemble (3). 

Supposons maintenant que la proposition (f) ne soit pas 
vraie pour un point P(3 CERTE Jn) appartenant à l’ensemble (3) 
et pour une intégrale y;=7;(2) issue de ce point. Mais puisque . 
toute intégrale du système (1) issue d’un point de l’ensemble (3) 
se laisse’ prolonger à gauche du point initial jusqu’à la fron- 
tière de l’ensemble (3)*), il en résulterait que l’intégrale 7;(2) 
coupe la surface (4) en un point à gauche du point À. Soit 


alors # le premier point æ à gauche de @ tel que: 
n 


(13) GG) = NdR. 
j=l 
Nous avons évidemment: 
(14) => 0 


puisque autrement la proposition (f) serait vraie pour l’inté- 
grale Yi(æ). D’autres part, d’après la définition de È, on a: 


(15) 5 Ga) <ia) pour F<a<B. 
j=1 
Les relation (13), (14) et (15) étant en contradiction avec 
la propriété (a), la proposition (8) est donc démontrée. 


Ad. (y). 


$ 1. En vertu de la proposition (£) l’ensemble F, est non- 
vide. Nous démontrerons maintenant qu’il est fermé. 

Soit, en effet, P, (u = 1, 2,...) une suite de points apparte- 
nant à F,, convergeant vers un point P°. Le point P° est évi- 
demment situé sur la section S,. Il suffit done de prouver 
qu’il existe une inteerale, du système (1) issue de P° et coupant 
la section S,. 


3) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig 
1930, p. 135, Satz 2. 
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Or, d’après la définition de l’ensemble F, (cf. l’alinéa ITI, (y)), 
il existe pour tout point P, une intégrale y; = y#(a) issue d’un 
point de la section S,, coupant la section Sọ au point P, et 
située (en vertu de la proposition (8)) dans l’ensemble (3) 
pour 0 < x <v. La portion de l’ensemble (3) entre les sections Sy - 
et S» étant fermée et bornée et toutes les intégrales y; = y“ (x) 
étant situées, pour 0<a#<y», dans cette portion, on peut 
extraire*) de la suite y#{æ), (u =1, 2,...) une suite convergeant 
vers une intégrale y;==y0(x) qui est située dans l’ensemble (3) 
pour 0<x<?7, coupe la section S, et rencontre la section S, 
en point limite de la suite P, c. à. d. en point P°. Cela prouve, 
d’après la définition de l’ensemble F, (cf. Valinéa III, (y)), 
que P9 appartient à F,, donc F, est fermé. i 

§ 2. Pour simplifier l’énoncé d’un lemme que nous allons 
démontrer tout à l’heure, nous introduirons la définition sui- 
vante: 


Définition. Nous dirons que deux ensembles G, et G, 
se laissent joindre dans l’ensemble G par une chaîne finie 
à l’écart & (où e>0), si, pour chaque couple de points P, et P, 
dont l’un appartient à G, et Pautre à G,, il existe une suite 
finie de points appartenant à G telle que P, en soit le premier 
et P, le dernier terme et que la distance de deux points con- 
sécutifs soit inférieure à €. 

Désignons par GZ l’ensemble de points de la. section So 
situés sur des intégrales issues du point Q appartenant à S,. 

Nous démontrerons a présent le lemme suivant: 


Lemme. Pour tout ¢>0, il existe un 6>0, tel que lors- 
que Q et Q appartiennent à S, et: 
(16) 0(Q,Q)<4°) 
alors les ensembles Gi et Gi se laissent joindre dans l’en- 
semble F, par une chaîne finie à l’écart e. 


x 
4) On a en effet: y#{æ)= yi(0)+ fide yi), ..., y(a)) dx, pour O<r<». 


Les fonctions f, étant bornées dans la portion de l’ensemble (3) entre les 
sections Sp et S,, il en résulte que les fonctions de la suite yf (€), (m= 1:2.) 
sont également continues dans l'intervalle [0,v]. Ceci permet d’extraire 
de la suite y#(x) une suite convergeant dans [0,»] vers une intégrale de (1). 


5) 0(Q, Q) désigne la distance des points Q et Q. 
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En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un e,>0 
et deux suites Q, et Q}, (u =1,2,...), de points de la section RE 
telles que: 

(17) lim Q! = lim Q? = Q°. 
uo “ upo À $ 
(Q° étant un certain point de la section S,), et que les ensembles 


Go et Gg ne se laissent pas joindre dans F, par une chaîne 


i à noi e. Soient alors C}, et 02, (u =1,2,...), deux inté- 
grales du système (1) issues respectivement des points Q} 
et Q7. Désignons par 16 et P? leurs point d’intersection avec 
So (cf. la proposition (f)). On a d’après la définition des en- 
sembles G% : 
(18) P' puedo) Pi eda 9 

Les intégrales ci et 07, Pour situées, pour 0 <x <v, dans 
la portion de l’ensemble (3) entre So et S, (cf. la proposition (£)), 
nous pouvons supposer (cf. note 3)), en prenant au besoin 
deux suites partielles et en les désignant | encore par ci et Ci, 
qu’on ait: 


(19) lim C1 = 0! 
u> 

(20) lim ©? = 0? 
u->o0 


où C1 et C? sont deux intégrales du système (1) issue (en vertu 
de (17)) du point Q°. Soient P! et P? leurs points d’intersection 
avec S, (cf. la prop. (f)). On a évidemment:' 


(21) PleGp; Pres: 
(22) lim PI=P!; lim P? =P. 
uco 5 u> Gi 


Des relations (22), il résulte que pour un yw suffisamment 
grand on a: - 


(23) e(Pi, P!) <eo; e(Pi; P?) <eo. 


Tout ensemble G% étant, d’après le théorème de M. KNESER, 
fermé et connexe, il résulte de (21) que les points P! et P? 
se laissent joindre par une chaîne finie à l’écart €,, de points 


6) PeG veut dire que P fait partie de l’ensemble G. 
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sa 
; Sn 
se laisse joindre avec le point 12 par une. chaîne analogue 
de points appartenant à Ga et tout point de l’ensemble Ge 


LA 


appartenant à G,. De même, tout point de l’ensemble G 


3 


- “P 
se laisse joindre avec le point P} par une chaîne analogue 


v 


de points appartenant à Gg. Il s'ensuit, en vertu des inéga- 
12 
lités (23), que tout point de l’ensemble Gat se laisse joindre 
H 
avec tout point de l’ensemble GL par une chaîne finie 
“ 
à l’écart £p, de points de l’ensemble FE Goat de qui est 


évidemment contenu dans F,. Ce résultat se trouvant en con- 
tradiction avec la supposition faite au début de la démon- 
stration, le lemme est ainsi démontré. 


§ 3. Pour démontrer que l’ensemble Fy; est connexe il 
suffit de prouver que, pour e>0 donné d’avance, chaque 
couple de points P’ et P” de l’ensemble F, se laisse joindre 
par une chaîne finie à l’écart €, de points appartenant à F,. 

En effet, désignons par Q’ et Q” les points de la section S, 
situés sur deux intégrales issues respectivement de P’ et de P” 
(cf. la déf. de l’ensemble F,). Soit 6>0, un nombre correspon- 
dant à e, en vertu du lemme. L’ensemble S, étant évidemment 
fermé et connexe il existe une suite finie Q’, Q,,...,Q.,Q” de 
points appartenant à S,, telle que la distance de deux points 
consécutifs est inférieure à 6. Il résulte alors du lemme que 
deux ensembles consécutifs de la suite: 


(24) one FD, Go 


se laissent joindre dans F, par nne chaîne finie à l’écart e. Il 
existe donc en particulier pour les points P’ et P” (ces points 
appartenant respectivement à G», et G»,) une chaîne dont 
il fallait démontrer l'existence. 


$ 4. La suite d'ensemble F, étant évidemment décroissante 

et F, étant (comme nous venons de le démontrer) non-vide, 
co 

fermé, borné et connexe, il s’ensuit que l’ensemble |] F, est 


v=0 


un continu ou bien se réduit à un seul point. 
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Nous avons évidemment: 


(25) FC]]F.. 
Pour terminer la démonstration de notre théorème il reste - 
done à prouver que: 


(26) If 2, CF. 


v=0 
Soit, a cet effet, P un point quelconque de l’ensemble [| F.. 
v=0 


Puisque P appartient, par hypothèse, è tous les F,, il existe 
une suite d’intégrales C” (v = 1,2,...) issues de ce point, telles 
que l’intégrale C” est définie dans l’intervalle [0, »] et située 
dans l’ensemble (3) pour 0 <x< ». 

Nous construirons une suite partielle C% par la méthode 
diagonale de la façon suivante: 

Nous posons C“-- C1. De la suite (C*, C*,...) on peut extraire 
(cf. note *)) une suite partielle 0% convergeant dans Vinter- 
valle [0,2] vers une intégrale issue du point P et située-daus 
l’ensemble (3) pour 0<%x<2. Nous posons 0*=C4. Nous 
extrayons ensuite de (C&,C%,...) une suite partielle Cf, con- 
vergeant dans l'intervalle [0,3] vers une intégrale issue du point P 
et située dans l’ensemble (3) pour 0<x<3, et nous posons 
C% — Cf». Les intégrales limites des suites (C*, C*%,...) et 
(Cer, Cf», ….) sont évidemment identiques dans l'intervalle 
[0, 2]. | 

En répétant ce procédé une infinité dénombrable de fois 
nous aboutirons à une suite partielle C“ convergeant dans 
l'intervalle (2) vers une intégrale issue du point P et située 
dans l’ensemble (3) pour tout x appartenant à l'intervalle (2). 
Cela prouve que P eF, ce qui termine la démonstration de Pin- 
clusion (26). 


SUR UN PROBLEME D’INTERPOLATION RELATIF 
AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINÉAIRES 


Par M. BIERNACKI (Lublin) 


‘§1. Je me propose d’étudier dans ce travail le problème 
suivant: Etant donnée une équation différentielle linéaire et 
homogène a coéfficients constants: 


(1) yO any" +... + ay =0 


reconnaitre, d’aprés-les racines de son équation caractéri- 
stique: 


(2) SPE ae MAG 


s’il existe toujours une intégrale de (1) qui prend en % points 
arbitraires (1<k <n) des valeurs égalements arbitraires. S’il 
en est ainsi je dirai que l’équation (1) est du type Lx (l’équation 
y®=0-est du type Ln d’après la formule d’interpolation de 
LAGRANGE), dans le cas contraire je dirai que l’équation (1) 
est du type Sz. On sait que toute équation (1) est du type L. 
Je résous complétement la question dans les cas k=2 et k=n: 
pour que l’équation (1) soit du type S, il faut et il suffit que 
toutes les racines de (2) soient simples, qu’elles aient toutes 
la méme partie réelle et que les rapports des leurs parties 
imaginaires soient tous rationnels (l’énoncé II); pour que 
l’équation (1) soit du type Ln il faut et il suffit que toutes 
les racines de l’équation caractéristique soient réelles (l’énoncé 
III). La plus grande partie du travail est consacrée à l’étude 
du cask=n— 1. J’ai reconnu que l'équation (1) est du type S,-1 
dans les deux cas suivants: 
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1°) l'équation (2) possède au moins deux couples des racines 
complexes telles que le rapport des leurs parties imaginaires 
est rationnel (cas particulier de l’énoncé XII du § 12); 

2°) l’équation (2) possède au moins deux couples des ra- 
cines complexes, toutes les racines de cette équation sont 
simples et les parties réelles de tous les couples des racines 
complexes sont distinctes entre elles (l’énoncé IX du $ 10). 

J'ai d’ailleurs formé, pour tout n>3, des équations (1) 
dont les équations caractéristiques possèdent un seul couple 
des racines complexes et qui sont du type Sn-1 (l’énoncé XI 
du $ 11). Ces résultats rendent probable l’énoncé suivant 
lorsque n>4 la condition nécessaire et suffisante pour que 
l’équation (1) soit du type Ln-1 est que toutes les racines de 
l’équation (2) soient réelles”. Au contraire, lorsque n = 4 l’équa- 
tion (1) peut être du type L, ou du type S, suivant la situation 
des racines (cf. $ 11). 

Dans la dernière partie du travail je suppose que % est 
quelconque et j’obtiens alors quelques résultats particu- 
liers (les énoncés XII, XIII, XIV et XV). Il est possible que 
l’hypothèse qui vient d’étre citée se généralise de la manière 
suivante: „pour tout entier p il existe un entier ngo= ,(p) tel que, 
lorsque n>n,, la condition nécessaire et suffisante pour que 
l’équation (1) soit du type Ln—p est que (n—p) racines de l’équa- 
tion (2) soient réelles”. 

Remarquons enfin qu’il existe toujours une intégrale de (1) 
non identiquement nulle et qui s’annule en (n—1) points 
arbitraires, si donc (1) est du type Lpz et si k<n—1 il y a une 
infinité des intégrales qui prennent en % points des valeurs 
données?). 


1) J. Mikusiñski a obtenu des résultats relatifs à un problème d’in- 
terpolation plus général dans lequel interviennent les valeurs des dérivées 
des intégrales. Par exemple, lorsque dans l’équation y(#)+A(x)=0 on a 
A4(x)=0 il est possible de choisir arbitrairement p, termes de la suite 
Y(x1) Y (X1)... Y(n—1) (xı) et po termes de la suite y(x2), Y (La)... y(—1) (La) ` 
pourvu que p,+p,= et que pz soit pair. Lorsque A(x) <0 on a le même 
énoncé pourvu que p; soit impair. (On exclu ici le cas bien connu où p,— 0 
où pa=n et on suppose que A(s) ne s’annule pas identiquement). Cf. le 
travail de M. Mikusinski, Sur le probléme d’interpolation du intégrales 
des équations différentielles linéaires, publié dans les ,, Annales de la Soc. 
Polon. de Mathém.“ 19 (1946). 
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$ 2. Nous commencerons par établir un critére général 
relatif à l’équation 


(1) Y + anale) YU +... + alL) y = 0 
a coefficients variables: 


I. Soit yx),y(x)...yn(x) un système fondamental des inté- 
grales de l'équation (1') dans laquelle on suppose les coefficients 
aj”) continus. Pour que cette équation soit du type Sk il faut 
et il suffit qu'il existe k constantes ky, ka... kr non toutes nulles 
et k nombres x, Ly... a(i) tels que les n équations 


(3) Ky Ya) + ka Yi(02) +... + kr y(t) = 0 (4=1, 2... 2) 


soient remplies?). 
7 La condition est suffisante, car si elle est remplie toute 
intégrale y(x) de (1’) satisfait à légalité: 


ky y(@1) + ka y(x) + ... + krys) = 0 


done les valeurs de y(x) aux points Tı, %,...,%, ne sont pas 
arbitraires. ; 

Nous allons maintenant voir que la condition est nécessaire. 
Les valeurs d’une intégrale quelconque aux points 2, %,..., Lk 
sont données par les formules: 


Yi = Ci Ya) + + + CnYnla) 

Yr = C1Y1(%%) + + CnYn(Tx) 
où Ci, Co... Cn. Sont des constantes arbitraires. Lorsque ces 
constantes varient le point (Y, Y»,..., Yz) décrit une variété 
linéaire dans l’espace des variables Y,,Ya,..., Ya. En effet, 
si aux systèmes C',...,0', et C?,..,C2 des valeurs des constan- 
tes C, correspondent des points (Y;,...,Y,) et (Y?,..., Y2) 
respectivement, au système pCj+90?,...,pC1+q02 (p,q réels) 
correspond le point (pY,+4gY?,...,pY,+9Y!). D’après Phy- 
pothèse cette variété linéaire ne comprend pas tout l’espace, 
et en annulant les constantes C; on voit qu’elle passe par lori- 


2) Nous supposons que les coefficients a;(x) et les intégrales yi(x) sont 
réelles et qu’il en est de même avec les nombres ki et x;. 
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gine. Il existent done des constantes k,, %s,..., kg non toutes 
nulles telles que l’on a toujours 


WME hy Ya Bb 0. 


En posant maintenant C;=1 et C,=0, 0,=0,...,Ci1=0, 
Ci4a=0,...,Cn=0 (î=1,2,...,n) on obtient bien les condi- 
‘tions (3). 

Supposons maintenant que les coefficients soient constants. 
De Vénoneé I il résulte aisément que si l’on multiplie toutes 
les racines de l’équation caractéristique par la méme constante 
réelle le type de l’équation ne change pas. En particulier on 
peut, sans changer le type, remplacer le système des racines 
par son symétrique par rapport à l’axe imaginaire, il suffit 
alors de changer dans (3) tous les x; en —x;. Enfin, la transfor- 
mation y=e"*z (a réel) montre que le type ne change pas 
lorsque on ajoute à. toutes les racines de l’équation caractéri- 
stique la même constante réelle. Nous dirons pour abréger 
que l’une quelconque des transformations précédentes (multi- 
plication par une constante réelle ou l’addition d’une telle 
constante) ou bien leur combinaison constitue une transfor- 
mation T. Il est clair aussi que l’on peut ajouter à tous les 
x; la même constante réelle, on peut donc supposer que l’un 
des nombres x; a une valeur arbitraire. 


§ 3. Nous supposerons dans ce § que k= 2. D’après l'énoncé I 
pour que l'équation (1) soit du type S, il faut et il suffit qu’il : 
existent des constantes #, et k, non toutes nulles et de nombres 2, 
et a tels que Von ait: kyy(%,) + ko Yi) = 0 (2=1,2,...,n), 
Yi(x) étant un système des intégrales fondamentales. Remar- 
quons d’abord qu'aucun des nombres k, et k, ne peut être 
nul, car si l’on ayait 4, —0 par exemple, on aurait des inéga- 
lités comme e? —0 ou bien e cos Br, —0 et e: sin fx, — 0, 
ce qui est impossible. On voit en outre que l’on à 


YiL)  Yi(t) 
Ys(C2) Ys(%2) 
quelques soient les entiers è et s (î,8=1,2,...,%). II en résulte 


d’abord que toutes les racines de Véquation (2) sont simples. 
En effet, si par exemple y est la racine double, on trouve 
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en posant Y(æ)—e* et ‘y,(2)=%e2* que x,=%, contraire- 
ment à l’hypothèse. Lorsque a+if est une racine multiple 
de (2) on devrait avoir 


ex COS Pa, e COS PT 


= 0 
ee COS PX, Lze% COS Pis 


et une égalité analogue dans laquelle cos est remplacé par sin, 
d’où puisque x,#+%, cos Ba -Cos Ba, — 0 et sin Pr, sin fæ, =0, il 
en résulte, par exemple, cos Bæ, —0 et sin fx, —0. De l'égalité 
kı e% cos Br, + ky e cos Br, —0 on déduit alors, puisque k,+0 
et k,+0 que cos fx, =0, ce qui n’est pas possible. Supposons 
maintenant que l'équation (2) possède des racines aif. On a 


ex COS fe, e COS fx, 5 
e gin Be, e™sin Br, | 


d’où il résulte, en posant s= +1, que l’on a cos fx, = e COS ay 
et sin Pa, = e sin fx, donc les égalités k,e"cos pa, + 
+ kee" cos Par, =0 et kesin Br, + k, e%% sin fx, — 0 fournissent 
la relation ef —:%,k;1 Il en résulte que k, et k 
étant donnés e et a sont entièrement determinés. Done, 
toutes les racines de (2) ont la même partie réelle. D’après ce qui 
précède on a, tgfx,=tgfx,, donc, en supposant que 8>0, 
%,—x#,=Anp, À étant un entier. En désignant done par 
bis Boy Ps». les parties imaginaires des racines de (2) on a donc 
Br:Po:P3...=A:49:4%3..., en d’autres termes les rapports des 
coefficients de i des racines complexes de (2) sont tous rationnels. 

Supposons remplies toutes les conditions précedentes. 
D’après la remarque finale du $ 2 on peut poser x,=0 nous 
poserons d’autre part 7,=2dsenf>', les À, étant des entiers qui 
viennent d’être définis (nous venons de voir que le rapport 4587! 
ne dépend pas de s). On constate sans peine que dans ces 
conditions toutes les équations k,yi(%) + koy{æe) = 0 (î=1,...,%) 
se réduisent à kı +k =0. Nous obtenons done l’énoncé suivant: 

II. Pour que l’équation (1) soit du type S, il faut et il suffit 
Que toutes les racines de (2) soient simples, qu’elles aient toutes 


la même partie réelle et que les rapports des leurs parties ima- 
ginaires soient tous rationnels. 
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~ $4. Supposons maintenant que k=n. D’après le théorème 1 
pour que l’équation (1) soit du type S, il faut et il suffit que 
Yi(C),...Yn(x) étant un système fondamental des intégrales on 
puisse trouver des nombres a; (¢=1,2,...,n, Lr# Ts) tels que 
Pon ait: 

Y1(@1) Yıla) +. Yı (Ln) 


(3) YalLı) Ya(Ca)..-Y2(€n) 230, 


Yn(1) Yn(%a) ..-Yn(&n) 


Dans le cas particulier où toutes les racines de (2) sont 
réelles et simples la condition obtenue s’écrit:- 


evi ¥ı ev 2, Eli Xn 
BORE Very Len Se <r) 


evn eVnX: ||. er Xn 


Une telle équation est cependant impossible*). En effet, 
si elle était remplie il existeraient des. constantes C,,..., Cn 
non toutes nulles, telles que l’on aurait Cl, e%+...+ Cre = 0 
pour y =74, V2»... Yn. Or ceci est en contradiction avec la règle 
de DESCARTES généralisée*) d’après laquelle le nombre des 
racines de la derniére équation ne dépasse pas le nombre des 
changements de signe de la suite C,,..,0x C. àd. (n—1) au 
plus. Le cas où l’équation (2) possède des racines réelles multi- 
ples se traite de la même façon. Supposons, par exemple, que (2) 
possède des racines yo,...,7n et que y, est une racine double. 
La condition (3) s’écrira: 

er: *1 
Xy eM 1 


er: x | — 0 DE 


en x 


3) G. Pólya et G. Szegô, Aufgaben u. Lehrsdtze aus der Analysis, 
Berlin, J. Springer, 1925, Bd. 2, V, Aufg. 76. 

4) G. Pólya et G. Szegô, loc. cit. Bd. 2, V, Aufg. 75. 

5) Pour abréger l’écriture je me bornerai souvent à n’écrire que quel- 
ques colonnes d’un déterminant ou méme la première colonne seulement. 
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Si elle était remplie l’équation €, e”: + ... + C,e7% = 
aurait des racines yo,..., yn et la racine double y,, ce qui est 
encore en contradiction avec la règle de DESCARTES généra- 
lisée. 

Supposons maintenant que l’équation (2) posséde des 
couples des racines imaginaires et que la partie réelle d’un 
de ces couples est plus grande que les parties réelles de toutes 
les autres racines. Sile couple en question est a+ if l’équation (3) 
pourra s’écrire sous la forme 


A cos fx, + B sin fx, +...=0 


‘ou A et B ne dépendent que de £z, %3,..., Ln et où les termes 
non écrites tendent vers zéro lorsque x,-+-+0c0o. En fixant 
les variables £z, ¥3,...,%n de manière que A?+ B?+0 on obtient 
une équation en x, qui posséde évidemment une infinité de 
racines, ce qui prouve que l’équation (1) est du type Sn. Abor- 
dons maintenant un cas un peu plus général: l’équation (2) 
possède un certain nombre des racines complexes de la mème 
partie réelle a, à savoir a tf, a +ifz,..., a ifm les parties 
réelles de toutes les autres racines étant inférieures à a. Je 
vais d’abord établir le lemme suivant. 


Lemme 1. Designons par N(X) le nombre des racines de 
Véquation: 
y(x) = a, cos fı x +b, sin fiw +... + dm COS fm% + bm SIN Pm®=0 
dans Vintervalle (0, X). Si0<|B,|<|Bil (i =2,...,) et a2+b%+0 


on a: 
lim MSG) > lAl. 


ma LC a 


Posons 
. ae 
n= f del. 
Ci 


En supposant que s soit un multiple de 4 et en choisissant 
convenablement des constantes d’intégration on pourra écrire: 


x 
f y(æ)dæ (s signes d'intégration). 
Cs 


Die [as cos fı% +b, sin pat > (BY aucos Bio + bisin pia] . 
i=2 
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Lorsque s est assez grand la somme » est plus petite que 
i=2 


Va + b? done u possède nécessairement un zéro dans chaque 
intervalle (p+n-xf51, y+(n+1) a6"), n=0,1,2,..., si ¢ est 
convenablement choisi. Il en résulte que u possède dans Pin- 
tervalle (0, X) au moins H(x—18,X)—2 de zéros (H(t) désigne 
la partie entière de t). En utilisant le théorème de ROLLE on 
voit que l'équation y(x)=u9. (x) =0 possède dans (0,X) 
E(x—B, X)—s—2 racines au moins et ceci entraîne immédia- 
tement le lemme 1. i 


Remarque. On démontre de la manière semblable le 
lemme suivant (qui ne sera pas utilisé dans la suite): 


Lemme 1’. Plagons nous dans les conditions du lemme 1. 
Si |Bm|>|Bil (6 =1,2,...,m—1) et a? +b? +0 on a: 


— m VX) <br, 
Do T 


En supposant que s soit un multiple de 4 on aura: 
m—1 s 
POER [on COS Pm X+ bm SIN fnt + 2 (£) 


(a; cos B;x + bi sin pia)| 


s+ 
sn | Am SIN Pin © + bm tota DI (2) 1 


i=1 


(— a; sin Bix + bi cos pi) 


e étant un nombre positif arbitrairement petit on a si s est 
assez grand 
m—1 


è; fal (a; cos fix + di sin pix) 


i=1 


<é 


done 2(#) ne s’annule pas à l’intérieur des intervalles où l’on a 
|am COS fm% + Dm Sin Bm®|>e. Nous allons voir que lorsque s 
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est assez grand 2(x) a exactement un zéro dans chaque Pinter- 
valle où |a@mC08PmX+bmSinPm®|<e, l’égalité ayant lieu aux 
extrémités de l’intervalle. En effet, les signes de (x) sont 
différents aux deux extrémités de l’intervalle donc 2(x) s’annule 
à son intérieur. Supposons que (x) s’annule deux fois dans 
l’intervalle, 2'(x) devrait s’y annuler aussi. Or de l’inégalité 
|am COS m+ bm SN PBm®|<€ il résulte que l’on a |—an sin Br & + 
+ bm c08fm®|>Va2,+ 62 & il suffit donc, en tenant eompte 
de l’expression de z'(x) de choisir s assez grand pour que 
l’on ait: 


di Bi sti 3 3 | === 
| pè; (£) (—a;sin fix + b; cos Ba) O AO 
i=1 
pour aboutir à une contradiction. De la. propriété démontrée 
il résulte que l’équation 2(x)-— 0 possède dans l’intervalle (0, X) 
au plus E(x B,,X) +2 racines. En tenant compte du théorème 
de ROLLE on trouve donc que l’équation y(x) possède dans (0,X) 
E(a-!Bm X)+8+2 racines au plus et ceci entraîne immédia- 
tement le lemme 1’. , 
Revenons au lemme 1. Il résulte de la démonstration de 
ce lemme qu’il existe une suite croissante t,,t2;...; tn... telle 
que tr> +oo et que u(t) >0 lorsque è est impair et u(t)<0 
lorsque à est pair, tandis que |u(t;)| est pour tout à supérieur à 
un nombre fixe d (lorsque s est assez grand on peut poser par 
exemple d = Va? + b?(2-11B,| +). Les différences t.41—t; sont 
toutes égales à zı] t. On en déduit de suite qu’il existe une 
suite croissante Py Pz -Pn telle que p,— co et que w'(p;) > 0 
lorsque 7 est impair et uw'(p;) <0 lorsque è est pair, tandis que 
|u’(pi)| est pour tout i supérieur à 2-17-1|8,|d. De plus les diffé- 
- rences piji—pi ne surpassent pas 27|f,|-!. En continuant 
ainsi on arrive à la conclusion qu’il existe une suite Qi, Qay.. Any ++ 
telle que qn> co, que y(qi)>0 lorsque à est impair et y(qi) <0 
lorsque i est pair, tandis que la valeur absolue de y(q,) reste pour 
tout è supérieure au nombre 


Les considérations précedentes entrainent immédiatement 
le corollaire suivant: toute équation de la forme 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 12 
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a, cos BP, & +b sin f1 ® +... + am COS Bm&@+ bm Sin Pm® + E(X) —0 
(Bi + 0) 


où e(æ) est une fonction continue et qui tend vers zéro lorsque 
æ—>+ co possède une infinité des racines. Or dans notre hypothèse: 
L’équation (2) possède des racines a +ip,,.….,a +Pm(Bi+0) les 
parties réelles de toutes les autres racines étant inférieures à a 
Péquation (3) pourra s’écrire sous la forme (4) où l’on remplace x 
par æ, (lorsque certaines des racines a+ ifı,-..,a ifm sont 
multiples il ne faut conserver dans (4) que les termes qui cor- 
respondent aux racines d’ordre de multiplicité le plus élevé), 
il en résulte encore que (3) possède des racines en x, et que 
par suite (1) est du type S,. 

Supposons maintenant que les parties réelles des racines 
imaginaires de (2) ne dépassent pas a, cette limite étant 
d’ailleurs atteinte, et que (2) possède des racines réelles y1, yo, .--, Ys 
plus grandes ou égales à a. On peut supposer sans diminuer 
la généralité que a=0 et que les nombres x; dans l’équation (3) 
soient tous positifs (cf. la remarque finale du $ 2). Nous sup- 
poserons d’abord que les zéros y; soient simples et que l’on 
ait 0<%y;<y2<...<ys. Si les racines purement imaginaires 
sont + Bit, + Pot, …, + fmt l'équation (3) aura la forme: 


(4) 


cos Bi 
sin Pi 


(3) Wilicosifina, | 0 
sin Bm, 
eV Xi 
e's x 


où les termes non écrits au-dessus de cos fæ, contiennet des 
facteurs de la forme e** avec a'<0. Choisissons des nombres 
positifs p,,...,p. tels que l<p,<p,<...<ps et posons 
Da = Pa Vis... Us = Ps V1. 

_ En tenant compte de la proposition suivante °): ,,Considé- 
rons les suites 2,..., £s et y1,..., ys et soient y4,..., s Cb V9... Vs 


€) G. H. Hardy, J. E. Littlewood et G. Pólya, Inequalities, Cam- 
bridge, University Press, 1934, p. 261— 264. 
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des permutations arbitraires de la suite 1,2,...,s. La somme 


8 è 
> Du; Yri 
i=1 
atteint sa plus grande valeur lorsque les suites w,, et y», sont 
monotones dans le méme sens” et en développant le détermi- 
nant W d’après la formule de LAPLACE suivant les mineurs 
formés a l’aide de ses s premières colonnes on arrive au déve- 
loppement: 
en x EVP | EN PsX 


aS ee eee eee A+ Perte + Pets) si 
evs%: e7sP2* ,,, EYsPs* 


[a cos fı 2, + b sin #04 ..- +@m008 Bm, + bm SIN Bm%,]+... 7) 


où les termes non écrits sont d’ordre inférieur lorsque 
Let, s425+2-,%n-1 Sont fixes et que %,—-+0o et où A est 
le déterminant: 


COS B1%s+1 


oe sin Pi Xs+1 


COS Bm Lst 
sin Pm Ls+1 


tandis que les constantes a;,b;ne dépendent que de #541, Us42, .….,%n3 
on peut supposer qu’elles ne sont pas toutes nulles. 

Or l'équation A=0 c’est l’équation (3) (dans laquelle 
on a remplacé n par n—s et Li, do...) Cn PAL Pst1se..s Ln) dans le 
cas précedemment étudié: l’équation caractéristique possède 
des racines imaginaires dont la partie réelle est nulle tandis 
que les parties réelles de toutes les autres racines sont 
négatives. D’après ce qui précéde il existent done des nombres 
sti, Ls+23 +-+ Vn Qui annulent A. Lsi, %s42,...,%n Étant ainsi 
choisis l’équation en x, W=0 pourra s’écrire, après la divi- 
sion par un facteur exponentiel, sous la forme (4) et par con- 


7) Lorsque il y a des racines multiples de la partie réelle nulle 6,,6,...@m 
correspondent aux racines dont l’ordre de multiplicité est le plus élevé 
et il faut multiplier le deuxième terme par une puissance de x.. 


12% 
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séquent possède des racines, il s’ensuit que l’équation (1) est 
du type Sn. Lorsque certaines parmi les racines y; sont mul- 
tiples la démonstration est toute pareille, il faut seulement 
remplacer certaines des expotentielles e?i*% par Xp €7'*k, x? eli*k.... 
En résumé nous obtenons l’énoncé suivant: 


III. Pour que l’équation (1) soit du type Ln il faut et il suffit 
que toutes les racines de l’équation caractéristique (2) soient 
réelles. 


$ 5. Nous supposerons maintenant que k= (n—1) et d’abord 
que l’équation (2) possède au moins deux couples des racines 
imaginaires. Nous allons voir que dans ces conditions l’équa- 
tion (1) est du type S,-1 dans des cas très généraux (et vrai- 
semblement méme sans aucune restriction). Dans le cas où 
le rapport des parties imaginaires des deux couples en question 
est rationnel cette assertation résulte immédiatement de 
l'énoncé XIII ($ 12), nous supposerons done dans tout ce qui 
suit ($$ 5—10) que le rapport des parties imaginaires des deux | 
couples des racines imaginaires est un nombre irrationnel. Nous 
allons tout d’abord établir l’énoncé suivant: 


IV. L’équation (1) est du type Sn-1 lorsque l’équation (2) 
possède deux couples des racines imaginaires dont les parties 
réelles sont inégales tandis que les parties réelles de toutes les 
autres racines (réelles ou complexes) sont inférieures à celles de 
chacun des deux couples en question. On suppose que toutes les 
racines de (2) soient simples et que les parties réelles de tous les 
couples de racines complexes soient distinctes entre elles. 


On peut supposer, grâce à une transformation T (§ 2) que 
les deux couples des racines en question sont +7 et a +fi 
avec.a<0, B étant positif et irrationnel. Il résulte de l’énoncé I 
que pour que l’équation (1) soit du type S,-1 il est nécessaire 
que les deux équations: 


es: COS Ba, et sin Ba, 


=0, Y= 2210 


COS Ly COS 2, 


sin 2, ì sin 2, 
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(dans lesquelles les pointillés correspondent à des racines dont 
les parties réelles sont négatives) possèdent des solutions com- 
MUNES en Vi; Loz- Ln—1 (Ex). D’après la théorie générale 
des équations linéaires cette condition ‘est aussi suffisante, 
pourvu que l’un des mineurs obtenus en rayant une colonne 
de la matrice: 


M = || cosa, 
sin a, 


(qui possède (n—2) lignes et (n—1) colonnes) ne s’annule pas 
pour le système des valeurs qui annule X et Y. Nous allons 
considérer des nombres 3, %4,.-.,%n-1 comme fixés et nous 
allons utiliser la proposition générale suivante: 


Théorème A. Supposons que les fonctions X(x,,%,) et 
Y(x,,%,) sont continues, ainsi que leurs dérivées partielles 
du 1 ordre dans un domaine fermé et simplement connexe D 
limité par une courbe C composée d’un nombre fini des ares 
analytiques. Supposons que X et Y ne s’annulent pas simulta- 
nément le long de C et désignons par P le nombre des racines 
communes des équations X=0, Y=0 qui sont contenues 

D(X,Y) 
D(X, £2) 
même N le nombre de ces racines communes pour lesquelles 
le jacobien est négatif. Dans ces conditions on a la formule: 


dans D et telles que le jacobien y soit positif; soit de 


| | 1 aY SYA 
(5) PN “For 
c 


Or expression sous signe de l'intégrale est égale 
à d arctg(Y:X) done la formule (5) peut aussi s'écrire sous 
la forme suivante: 
(6) P—N = DE 5 Varo 
où © désigne l’angle que fait dans le plan (X, Y) le rayon qui 
joint l’origine au point (X, Y) avec l’axe 0X et Var © désigne 
i € 
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la variation continue de cet angle lorsque le point (x, £3) décrit 
la courbe C dans le sens positif 8). 

Pour appliquer la formule (6) nous prendrons pour D un 
rectangle ABCD situé dans la région où x,>0, æ, >, et dont 
les côtés sont parallèles aux axes 02,,02,; les côtés AB et. CD 
du rectangle, parallèles à l’axe 0x, seront très grands et très 
petits au contraire les côtés BC et DA parallèles à l’axe Oa,. 
Il est clair que l’on a le long des côtés AB et CD des développe- 
ments: | 

7 X = À, cos &, + B, sin x, + … 
o Y = A, cos, +B; sin æ, + … 


où À; et B; ne dépendent que de %,...,%1 1 et où les termes 
non écrits tendent vers zéro lorsque æ,—>+ co. Remarquons 
maintenant que si x, (de même que %3,...,%n+1) reste fixe 
et que x, augmente de 2x le point P de coordonnées 
X,=A,c08%1+ Bı sin x1, Yi=-A1 cos zı + B2 sin x tourne une fois 
autour de l’origine dans le sens positif lorsque A = A, B,—B, A, 
est positif et dans le sens négatif dans le cas contraire. On 
trouve, en effet, sans peine (cf. la formule (5)) que l’on a: 


2) = Ada, 
a(arete z TRI 


Soit e un nombre positif arbitrairement petit. Puisque 
les termes complémentaires dans.(7) tendent vers zéro lors- 
que %,—>-oo il est clair que si l’abscisse 2? du côté AD est 
assez grande (on suppose que l’on a a>< dans le rectangle) 
et si les longueurs des cotés AB et\CD sont égales à 2an (n est 
un entier) la variation de l’angle © lorsque (2, %,) décrit le 
coté AB ou DC aura le signe de A et sera plus grande que 
27n—e en valeur absolue. Etudions le signe de 4. Lorsque x, 
est positif et très grand on a un développement de la forme: 


(8) e~*/A = (K cos x, +L sin wa) (M cos px, +N sin Be) +... 


où les coefficients K, L, M et N ne dépendent que de 5, 2,,... 
et où les termes non écrits tendent vers zéro lorsque æ,— +00. 


8) La formule (5) est démontrée dans le Cours d’ Analyse de E. Goursat, 
tome I, chapitre VII: Intégrales multiples. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 183 


On peut choisir %3, £4; ... de manière que K?+ [?+-0 et M2+N?+0. : 
Nous aurons maintenant besoin du lemme suivant: 


Lemme 2. Considérons un nombre fini des suites infinies 
ABI: 


(A) a, a+a, a+2a,... 

(B) b, b+f, 6+ 28,... prata > 

(L) l, 144, 14-22,... 
et supposons que les rapports Bla, y/a,..., Ala soient tous irration- 
nels. On peut extraire de la suite A une suite partielle 
a+ Ma, 4+N,a,...,a+nNa,... telle que la difference entre un terme 
quelconque de cette suite et un terme quelconque des suites B,...,L 
reste supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif fixe 
(independent de Vindice i). 

Il est d’abord clair qu’il existe au plus un terme de la 
suite A qui coîncide avec un terme de la suite B, par exemple. 
Autrement, on aurait, p, p’, q, q’ étant des entiers, a + pa =b + gf 
et a+p'a=b--g'B donc -ausi (p—p’)a=(q—q’)B ce qui est 
impossible. i 

Supposons qu’il existe une infinité des entiers positifs n 
tels que l’on ait 


a+na=b4pnB+ £n, 
at(n+1)a=D+gnB+ En 


OÙ pn et gn sont des entiers positifs et où er->0 et en +0 
lorsque n— co. En soustrayant les égalités obtenues on trouve 
que a= (Qr—Pn)B+ Mn Où Nn—>0, il en résulte que pour n assez 
grand (Qn—Pn) est un entier fixe r. En passant à la limite on 
obtient la relation r=@/8 qui est en contradiction avec notre 
hypothèse selon laquelle le rapport a:f est un nombre irra- 
tionnel. Ainsi donc, étant donnés deux termes consécutifs de 
la suite À la différence entre l’un d’eux au moins et un terme 
quelconque de la suite B est supérieure, en valeur absolue, 
à un nombre positif fixe. Il est donc possible d’extraire de la 
suite A une suite partielle A’ telle que la différence entre un 
terme quelconque de A’ et un terme quelconque de B reste 
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supérieure, en valeur absolue, 4 un nombre positif fixe. Les 
différences entre les termes consécutifs de la suite A’ sont égales 
à a où à 2a. Je dis maintenant qu’étant donnés deux termes 
consécutifs de la suite A’, dans laquelle on a supprimé un nombre 
suffisant de termes au début), la différence entre l’un d’eux 
au moins et un terme quelconque de la suite C est supérieure, 
en valeur absolue, a un nombre positif fixe. Dans le cas contraire, 
en effet, il existerait une infinité des entiers positifs n tels que 
l’on aurait ou bien 


PEET EN 
a+ (n+1)a=c+qny+ En 
a+ na= C+ Pny + En 


ou bien | 3 
a+ (n +2) a = C+Qny+ En 


simultanément, où 
Pn et qn sont des entiers positifs et. où ey—>0, en—>0 et ex —>0 
lorsque n— 00. En soustrayant des égalités obtenues on trouve 
que ou bien a= (Qn—Pn)Y+7n Où bien 2a = (Qn—Pn) y + Mn 
OÙ Nn et Nn tendent vers zéro lorsque n-+oo0, or ces égalités 
conduisent comme plus haut à une contradiction. Ainsi donc 
il est possible d’extraire de la suite A’ une suite partielle A’ 
telle que la différence entre un terme quelconque de A” et 
un terme quelconque des suites B et C est supérieure, en valeur 
absolue, à un nombre positif fixe. D’ailleurs les différences 
entre les termés consécutifs de la suite A’’ sont égales à l’un 
des nombres a, 2a, 3a, 4a. Il est clair comment on peut continuer 
le même raisonnement en aboutissant à l'énoncé du lemme 2. 

Il résulte de (8) que lorsque 2,-++ 00 4 s’annule une infi- 
nité de fois, plus exactement il résulte du lemme 2 qu’il existe 
une infinité des racines de l'équation K cosx,+Lsin a, — 0, 
par exemple, telles que M cos fæ, +N sin fx, reste supérieur, 
lorsque x, est égal à l’une de ces racines, à un nombre positif 
fixe, il s’ensuit que e étant un nombre positif arbitrairement 
petit il existe un nombre £=é€ (e) tel que chaque racine en que- 
stion qui est plus grande que & est le centre d’un intervalle 
de longueur e qui contient une racine (au moins) de l’équation 
4= 0. Ces racines sont simples, on a, en effet, le développement: 


®) On voit aisément que cette restriction pourrait être supprimée. 
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im (e—*: A) = (L cos x, —K sin x.) (M cos Bx, +N sin Ps) + 
+ (K cos x, +L sin x.) (N cos fr, —M sin Bay) B +... 


où les termes non écrits tendent vers zéro lorsque 7,—>-+-0o0 et 
il est clair que lorsque € est assez petit il en sera de même 
avec K cos x,+L sin g, tandis que les facteurs L cos 7,—K sin x, 
et M cos fx,+N sin fx, resteront supérieurs, en valeur absolue, 
a des nombres positifs fixes. (Le méme raisonnement prouve 
d’ailleurs, en tenant compte du théorème de ROLLE, que chaque 
ntervalle de longueur « contiendra exactement une racine 
de A = 0). Désignons par æ? une des racines de À =0 en question, 
il est clair que l’on peut trouver des nombres x, et #, qui diffèrent 
d’aussi peu que l’on veut de 28, tels que %,<a}<@, et que les 
signes de A(#,) et de A(#,) sont différents. Nous choisirons 
le rectangle ABCD de manière que l’ordonnée x, du coté AB 
sera égale à #, et que l’ordonnée du coté CD sera égale à #,. 
Il est alors clair (cf. les raisonnements qui précedent la for- 
mule (8)) que la somme des variations de langle © lorsque 
le point (a, %,) décrira les côtés (dirigés) AB et CD surpasse 
4nn—2.en valeur absolue. Pour pouvoir appliquer le Théorème A 
il nous faut encore étudier la variation de © le long des côtés 
verticaux BC et DA du rectangle ABCD. Nous allons utiliser 
dans ce but le lemme suivant: 


Lemme 3. Lorsque filz), fal2),---, falz) sont des fonctions holo- 
morphes dans Vintervalle fermé (a,b) (a et b finis) le nombre 
de zéros de la fonction Cifi(z) + Cifa(e) +... + Crfx(z) dans (a,b) 
est borné supérieurement par un nombre qui ne dépend pas des 
constantes Ci, C,,..., Cx. 

On peut évidemment supposer que |C;|<1 (î=1,2,...,%) 
et que Maz |0:|=1. Si le lemme était inexact on pourrait 


trouver une suite de fonctions 9,(z)= cr fi(z) +... + Cafele) 
telles que w.(2) aurait dans (a,b) n zéros au moins. De la suite 
gx(%) on pourrait extraire une suite partielle w,,(2) telle que 
chacun des coefficients C#s (îi =1,2,...,k) tendrait vers une 


limites determinée K;. On a évidemment Max|K,|=1. La 
i=1,...,k i 


suite gn,(2) tendrait uniformément dans un domaine D conte- 
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nant le segment (a,b) à son intérieur vers la fonction F(z) = 
= K.f,(2)+...+Kxfx(). Cette dernière ayant un nombre fini 
de zéros dans un domaine contenant (a,b) il en résulte, en 
vertu des théorèmes connus, que le nombre de-zéros des fonc- 
tions gn,(2) dans (a,b) serait borné, en contradiction avec ce 
qui précède 1). 

En considérant dans l’équation X=0, par exemple, 
% comme variable et %,,%3,...,%n 1 Comme constantes et en 
développant le déterminant X suivant les éléments de la co- 
lonne qui contient x, on voit bien que X est une combinaison 
linéaire d’un nombre fini des fonctions holomorphes de 2, 
done d’après le lemme 3 X ne s’annule le long des côtés BC 
et DA du rectangle ABCD qu’un nombre borné (indépendant 
des abscisses de ces côtés) de fois, il en résulte évidemment 
que la variation de © le long des côtés en question ne dépasse 
pas, en valeur absolue, un nombre fixe H. Done la variation 
de © le long du contour ABCD est supérieure, d’après ce qui 
précède, à 4amn—2e—H. En supposant que n soit assez grand 
et en appliquant le Théorème A on voit que les équations X=0 
et Y=0 possèdent bien des racines communes dans le rectangle 
ABCD). Pour prouver le Théorème IV il suffit d'établir que 
l’on peut choisir ces racines communes de manière qu’elles 
n’annulent pas l’un des mineurs d’ordre (n —2) de la matrice M, 
le mineur: 


W = | cosa, 
sin £a 


par exemple. Il suffira même de montrer que les racines con- 
venables x, de l’équation A=0 n’annulent pas W. En effet, : 
la longueur des côtés verticaux BC et DA du rectangle ABCD 
est arbitrairement petite on pourra donc choisir ces côtés de 


10) Le lemme subsiste d’ailleurs dans les conditions moins restrictives. 
Il suffit, par exemple, de supposer que f,(2)...fx(2) possèdent dans (a,b) 
des dérivées continues d’ordre s(s>1) et que chacune de ces fonctions 
possède dans (a,b) au plus un nombre fini de zéros d'ordre s de multipli- 
cité au plus. 

11) Le raisonnement pourrait être en défaut lorsque X s’annule iden- 
tiquement le long de BC ou de DA, on remplacera alors X par Y. 
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manière que W ne s’annule pas dans tout le rectangle ABCD. 
Nous allons distinguer plusieurs cas: 

10 i canauen caractéristique (2) posséde la racine réelle 
6<a, il n’y a pas des racines dont les parties réelles seraient 
comprises entre ô et a. 

Lorsque x,->+oco on a dans ce cas les développements 
de la forme: 


A = (K cosa, +L sin æ) (M cos Pa, +N sin Ba) e+ 
+ (P cos 2, + Q sin æ) ex + 
W= K cos, + L sin æ, + Rex +. 


où les termes non écrits sont d’ordre inférieur et où les coeffi- 
cients ne dépendent que de %3,...,%n 1. On peut supposer que 
R0. Supposons d’abord que PL—KQ 0. Lorsque la racine x? 
de 4=0 annule W on aura, d’après les développements ci- 
dessus: 


A = (P cos z? + Q sin 22) ed +... 


où les termes non écrits sont sont d’ordre inférieur lorsque 
++ co ce qui conduit, pour x? assez grand, à une contra- 
diction. Lorsque PL—KQ=0 et la racine 2} annule W on 
aura: 


4=— R (M cos pa? + N sin pa?) e(a+6) |... 

d’où encore une contradiction, car B étant irrationnel (cf. le 
début du § 5), on peut supposer, d’après le lemme 2, que 
|M cos Ba +N sin pæ? | reste supérieur à un nombre positif fixe 
lorsque 29 + + co. 

2° L’équation caractéristique (2) possède un couple de 
racines imaginaires a'+ if’ (a’<a), il n’y a pas des racines 
dont les parties réelles seraient comprises entre a’ et a. Lorsque 
a —> + co on aura maintenant les développements: 

W = K cos m, + L sin a, + (S cos B'x, +T sin f'm) e”... 
A =(K cos v, + L sin 2) (M cos pæ, +N sin Pa.) eP (x) e+... 
où 
P (%2) =A cos x, cos B'x,+B cos x, sin B'x, + C sin €, COS Bay + 
+ D sin x, sin b'£a, 
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les termes non écrits sont d’ordre inférieur et où tous les coeffi- 
cients ne dépendent que de %3,...,@%n-1. Nous avons déjà sup- 
posé que L?+K?+0 et que M24N?+0, on peut supposer en 
outre (en choisissant convenablement 25,..., %n—1) que L0, 
S?+7°+0 et A?+B?+10?+1D?+0. Nous avons supposé que 
les racines 4? de 4=0 se rapprochent indéfiniment (dans le 
sens précisé plus haut) vers les racines de l'équation 
K cosx,+Lsinæ,—0 lorsque 2°++0c0, il en résulte que 
tg a3» —KI-, on aura donc, en supposant que les quantités 
CK DK 


La 


ne s’annulent pas simultanément: 
P (x3) = cosa? [(E+ e) cos Bas + (F+ e) sinp'af] 


où c et e’ tendent vers zéro lorsque 29 + + co. D’après le lemme 2 

„on pourra donc supposer que P(x?) reste supérieur, en valeur 
absolue, à un nombre positif fixe (f‘ est irrationnel, cf. le début 
du § 5). Supposons maintenant que la racine æ}? dé 4 —0 an- 
nule W, on aura: 


A (a®) = P (a9) ee +... 
où les termes non écrits sont d’ordre inférieur lorsque 29 + + oo, 
d’où une contradiction avec le fait que A(a})=—0. 


Il reste à examiner le cas où H =F =0. On voit aisément 
que l’on a dans ce cas 


P(&x,)=L-(K cos x, +L sin va) (C cos B'x, +D sin f'wa) 
où 0?+ D?+0, il en résulte que lorsque la racine x? de A Di 0 
annule W on aura: 
A4=—[M cos Bad + sin 829}[S cos 8'09+7 sin p'af]e(e+a) mL 


B et b’ étant irrationnels on peut supposer d’après le lemme 2, 
que les deux crochets restent supérieurs à un nombre positif 
fixe en valeur absolue lorsque «$+ oo, d’où encore une contra- 
diction avec le fait que 4(æ°) — 0. 
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3° Lorsque n=4 on a 
A= sin (%3— x) sin [f (£3 — a) ] et) 


a, étant fixé arbitrairement nous prendrons pour g? une racine 
de l’équation sin f(x3—x,)=0. On a maintenant W= sin (%,—2@), 
done d’après le lemme 2 on aura W(x9)+0 lorsque a} est assez 
grand et convenablement choisi. 


Remarque. Si nous avons fait, pour n>4, un choix des 
racines de d=0 qui conduit a des considérations plus compli- 
quées c’est en vue des applications ultérieures (cf. $ 7). Il 
résulte de la démonstration que dans les systèmes de valeurs 
Lip. En qui annullent X et Y les nombres «3,%;...,%n-1 sont 
dans une large mesure arbitraires. 


$ 6. Nous allons maintenant établir l’énoncé que voici: 


~- V. L’équation (1) est du type Sn-i lorsque l’équation (2) . 
possède deux couples des racines imaginaires, soit a-+iB et 
a,+%f,, telles que a <a, et une racine réelle 6 telle que a <Ü<a, 
tandis que toutes les autres racines (s’il en existe) ont leurs parties 
réelles comprises entre 6 et a. On suppose que toutes les racines 
de (2) soient simples et que les parties réelles de tous les couples 
de racines complexes soient distinctes entre elles. 

On peut supposer, grâce à une transformation T (§ 2) 
que l’on a a= 0 et B,— 1. D’après l’énoncé I il suffira d’établir 
Texistence des solutions communes des équations: 


e cos Ba, | es sin fx, 
es é ed 
sin a, sin 2, 
COS 2, COS x; 


(dans lesquelles les pointillés correspondent à des racines 
dont les parties réelles sont comprises entre 6 et 0), telles que 
Xi, et qui n’annulent pas le déterminant d’ordre (n—2): 


eos 


W= | gin Lo 
COS To 
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Nous suivrons la méthode du $ 5, mais contrairement à ce 
qui avait lieu dans ce $ nous supposerons que x, est très grand 
en valeur absolue et négatif. On s’appuie donc encore sur le 
Théorème A en prenant pour D un rectangle ABCD situé 
dans la région du plan (2,,%,) où a,>0 et —x,<%<0, dont 
les côtés AB et CD sont très grands et parallèles a l’axe 0%, 
tandis gue les cétés BC et DA sont très petits et parallèles 
à l’axe 0x,. Comme au § 5 on a le long des côtés AB et CD 
les développements (7) où A; et B; ne dépendent que de %,,...,%n-1 
et où les termes non écrits tendent vers zéro lorsque æ,— + co. 
On a encore à étudier l’expression A—4,B,—B,4,. Lorsque x, 
est négatif et très grand en valeur absolue on à un développe- 
ment de la forme: 


(9) e—(e+9)*: A — M cos Ba, +N sin Bas, +... 


où les coefficients M et N ne dépendent que de %3,...,Æn-1 et 
où les termes non écrits tendent vers zéro lorsque %—— co. 
On peut choisir %3,...,%n-1 de manière que M?+ N?+0. Il ré- 
sulte de (9) que A s’annule une infinité de fois lorsque 7,— — co 
et que les autres variables restent fixes, on constate aisément 
que ces racines sont simples. Soit x? l’une de ces racines, on 
peut trouver des nombres #, et P, qui diffèrent d’aussi peu 
que l’on veut de 29, tels que 7,<a9<@, et que les signes de 
A(T) et A (Tz) sont différents. Nous choisirons le rectangle ABCD 
de manière que l’ordonnée x, du côté AB sera égale à %, et 
que l’ordonnée du côté CD sera égale à Fa. On voit alors comme 
au $ 5 que lorsque les côtés AB et CD sont suffisamment grands 
leur contribution à la variation de © lorsque le point (%,, 22) 
décrit le contour ABCD sera très grande. Au contraire, il 
résulte du lemme 3 du $ 5 que la contribution des côtés BC 
et DA à la variation de © reste bornée. D’après le théorème A 
les équations X=0, Y= 0 possèdent donc des racines communes 
dans le rectangle ABCD. Il faut encore montrer que ces racines 
n’annulent pas le déterminant W. Or lorsque x, est négatif 
et très grand en valeur absolue on a le développement: 


WI Pees... 


où P ne dépend que de %3,...,%n-1 et où les termes non écrits 
sont d'ordre inférieur lorsque 7,.—> — oo. On peut choisir 43, .….,Œn41 
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de manière que P+0, on aura alors W(x?) +0 lorsque la racine a} 
de A=0 est suffisamment grande en valeur absolue. 


Remarque. Il résulte de la démonstration que dans les 
systèmes de valeurs x,,...,%n-1 qui annulent X et Y les nombres 
Lay Das... En—1 sont dans une large mesure arbitraires. 


$7. Nous allons maintenant déduire de l'énoncé IV le 
suivant: 


VI. L’équation (1) est du type Si_1 lorsque l’équation caracte- 
ristique (2) possède outre les racines dont l’ensemble E satisfait 
aux conditions du théorème IV un certain nombre de racines 
réelles, simples et plus grandes que les parties réelles de tou- 
tes les racines de l’ensemble E. 


Grâce à une transformation T ($ 2) on peut supposer que 
l’équation (2) possède des racines +i, a+fi (a<0,B>0) et 
en outre s racines réelles, simples et positives, soit Y1, Vas... Ys 
(y1<Ya<...<ys). Les parties réelles des autres racines de (2) 
(s’il en existe) sont toutes inférieures à a. D’après l’énoncé I 
il suffit de montrer que les équations: 


e* COS Ba, et cos Ba, 
es sin Bay ex sin fx, 
X= cosa, |=9 Y= sing, |=0 
Enix ex 
ers e?s* 


(dans lesquelles les pointillés en haut correspondent à des 
racines dont les parties réelles sont inférieures à a) possèdent 
un système des racines communes qui n’annule pas un mineur 
d’ordre (n —2) de la matrice: 


es cos Ba, 
me | sin Ba, 
ers 


eys Xi 
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obtenu en supprimant une colonne de cette matrice. Nous 
poserons dans ce but «%,=P3%1; %3=P3%1;---1%s=Ps% (Cf. le 
§ 4, 1<P><...<ps); en supposant Que &s42,%s+3,...,4n-1 SOient 
fixés nous allons considérer X et Y comme fonctions des va- 
riables x, et 2341. En développant X et Y d’après la formule 
de LAPLACE suivant les mineurs d’ordre s formés avec les 
éléments des s premières colonnes des déterminants X et Y 
on aura 1?) 


COS Xi... COS Ps L: 
er ,., EM Pe% Sat Para 
ev2% © E%2Ps*: 
= . . . . . hs XG, + Å Z+ ... 
evs... CYsPsx T DURE. e | 
€Vs*1 ... eYsPsxi 


(10) 
SIN X,... SIN x 
@V1*%1,., CV Ps* 2 Ped 
eve%1 ;.. evePs% m 
Yel AE wah Sao Zeek 
els% eYsPsxi TPAG. HET, BE 
est... Ys Ps Xi 
où 


€Xs41 COS Pls+1 "541 COS psti 
Va = de CEXsH1 sin Pas+1 


COS Lo44 sin Xs+ 


exs+1 sin fLs+1 


es+1 COS PXs41 
7 — 
Z Se. e**s+1 gin Bassa 


eV Xs+ 


Nous pouvons supposer que n>s+4, en effet, lorsque 
n=s-+4 une transformation T (symétrie par rapport à l’axe 
imaginaire) nous ramène au cas de l’énoncé IV. Il résulte 
des énoncés IV et I qu’il existent des nombres 20,13 Li jay 001 
tous distincts entre eux qui annulent simultanément X, et Y,. 


Ja: 0 0 
On peut d’ailleurs supposer que les nombres 2î,, et £$, sont 


12) Lorsque 8 —1 les déterminants qui multiplient Z se reduisent 
à cos x, et sin g. 
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positifs et arbitrairement grands. On peut aussi supposer que 
les nombres 2° n’annulent pas le déterminant: 


W,= | 0712008 Peso 
e%*s+2 sin f%s42 


En effet, le développement de W, lorsque x542->+0co0 est 
de la forme: 


W,= (A cos Paso + B sin Pus42)es+2 +... 


où A et B ne dépendent que de x43;...,%n-1 et où l’on peut 
supposer que A?+ B*+ 0. f étant irrationnel (cf. le commen- 
cement du $ 5) noie assertion résulte du lemme 2 et du fait 
que les nombres æ? , diffèrent d’aussi peu que Von veut des 
racines d’une équation de la forme: K cos x342+L sin æs49 —0 
(cf. la démonstration du $ 5). On peut enfin admettre que les 
nombres æ? n’annulent pas Z, car lorsque %341->+ oo on a un 
dome de la forme: 


Z =Q... et lorsque E co on a 
Q = (Q; cos Psy + Qo sin Bxs+42)e"t2 +... 


où les termes non écrits sont d’ordre inférieur et Q, et Q, ne 
dépendent que de #5+3,..., 4-1. On peut supposer que QF + Q3 +0, 
il résulte alors comme plus haut du lemme 2 que les nombres g? 
n’annulent pas Q, ces nombres n’annulent done pas Z pourvu 
que #9,, soit assez grand. Nous allons maintenant utiliser 
le théorème A en prenant pour D un rectangle ABCD situé 
dans la région du plan (a, %s41) OU %s41>0 et xı >%541, dont 
les côtés AB et CD sont très grands et parallèles à l’axe 0a, 
tandis que les côtés BC et DA sont très petits et parallèles 
à l’axe 07341, nous supposerons d’ailleurs que Vordonnée 2541 
du côté AB est égale au nombre g? 41° En supposant que 4,— + co 
et en profitant de la proposition citée au renvoi?) du $ 4 on 
trouve alors d’après (10) le long de AB le développement: 


X = ZeQ:Pp:t--+ysP9)% COS di + … 


Y = Z eaiPrt t Ys Ps) x sin Ci + $ 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 13 
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où les termes non écrits sont d’ordre inférieur 13). (On constate 
aisément que les termes non écrits dans (10) fournissent les 
termes d’ordre inférieur du développement). Il en résulte 
immédiatement que la variation de © le long du côté AB est 
égale asymptotiquement (lorsque les abscisses des côtés CD 
et DA augmentent indéfiniment) à (27)! . AB. L’ordonnée 141 
du côté CD sera choisie de manière que X,+0 pour 2341 =%s41, 
il résulte alors de (10) que lorsque l’abscisse du côté DA (et 
par conséquant du tout point du rectangle ABCD) est assez 
grande on a X+ 0 le long de CD, la variation de © le long de 
ce côté ne pourra done dépasser x. Il résulte d’autre part du 
lemme 3 (cf. le $ 5) que la variation de © le long des côtés ver- 
ticaux CD et DA reste bornée. En définitive la variation de © 
lorsque le point (x,,%s41) décrit le contour ABCD est asympto- 
tiquement égale à (27)!- AB, done d’après le Théorème A 
les équations X—= 0 et Y=0 possèdent des racines communes 
dans le rectangle ABCD. 

Considérons maintenant le mineur. W obtenu en supprimant 
cette colonne de la matrice M qui contient la variable xs41: 


e COS Ba, i CPS cosfps®, e%+2c08fxs+2 | 
wa |e sin Ba, : espensinfpsar e sin plste | 
enx : eY PsX¥ı eVi ¥s+2 Ma 


eds x i edsps x evs%s42 


Lorsque %—-+co on a un développement de la forme: 


W = ertyexot...+Ys ps) x W, +... 


où les termes non écrits sont d’ordre inférieur. Comme W,+0 
W ne s’annule donc pas dans tout le rectangle ABCD pourvu 
que les abscisses des còtés BC et DA soient assez grandes, 
en particulier les racines communes des équations X= 0 et Y= 0 
n’annulent pas W et ceci achéve la démonstration. 


$ 8. Nous allons maintenant étendre Vénoncé V de la 
maniére suivante: 


18) Lorsque s=1 on remplace yap +... +ysps par 0. 
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VII. L’équation (1) est du type Sn-1 lorsque Vequation ca- 
ractéristique (2) possède outre les racines dont l’ensemble F satisfait 
aux conditions du théorème V un certain nombre de racines réelles, 
simples et plus grandes que les parties réelles de toutes les racines 
de l’ensemble F. 


Nous pouvons supposer, sans nuire à la généralité du ré- 
sultat, que l’ensemble F contient une racine réelle y, telle 
que a<é <u<a, (cf. l'énoncé V), la partie réelle d’aucune 
racine de F n’étant pas comprise entre x et a, dans le cas 
contraire, en effet, on est ramené à l’énoncé VI. En tenant 
compte d’une transformation T (§ 2) on peut donc admettre 
que l’équation (2) possède des racines imaginaires +7 et 
a+ iB(a<0), des racines réelles ô et u telles que a<ô<u<0 
et des racines positives y1<Y2<.…<7,. Toutes les autres 
racines de (2) (s’il en existe) ont leurs parties réelles comprises 
entre ô et u. Pour établir l’énoncé VII il suffit, d’après le 
Théorème I de montrer que les équations: 


| e@ cos Bx, e COS Ba, 
es sin Bx, 6% sin Bay 
ex l ex: 
IE eux: == et =0 
COS @ sin 2, 
ex ex 
evs xi ers 


possèdent un système des racines communes (x;+%%z) qui 
n’annule pas un déterminant obtenu en supprimant une co- 
lonne quelconque de la matrice: 


e COS Ba, 
es sin Bx, 
ex 
ex 


CHEN 


ors 
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Nous poserons La = po%1,U3=P3%1).--,Ls=Ps%(1< po<pg<...<Pps) 
et en supposant que Zs42, %s43,...)%n—1 SOient fixés nous allons 
considérer X et Y comme des fonctions des variables x, et 2541. 
On aura encore pour X et Y les formules (10) dans lesquelles 
X,, Y, et Z désigneront les déterminants: 


€%*s+1 COS pa. +1 est] COS Bass 
e@*s+1 sin Basti es gin Bess 
z| | xa eee 
elite elite 
COS ski sin s+ 


€°*s+1 COS Pls+1 
esti gin Pasta 
g= EoXs41 


EUXs41 
eri Xs+ 


Il résulte de la démonstration de l’énoncé V et de l’énoncé I 
que les équations (3) de l’énoncé I, dans lesquelles on a rem- 
placé les nombres £... %x par ds41 Ls42)...,%p_1 et les y(x) 
par les intégrales de l’équation qui correspond a l’énoncé V, 
possèdent un système de solutions tel que a=+a, et que 
Xa41>0, Ls42<0, tandis que les valeurs absolues de ces deux 
derniers nombres sont arbitrairement grandes. Or il est clair 
que dans le cas considéré (cf. le commencement de ce $) Pen- 
semble symétrique de F par rapport à l’axe imaginaire satis- 
fait encore, comme 7, aux conditions du Théorème V. D’autre 
part, les équations (3) de l’énoncé I restent satisfaites lors- 
qu’on y change le signe des parties réelles de toutes les racines 
de l’équation caractéristique pourvu que l’on change aussi 
les signes de tous les nombres a. On voit donc, en tenant 
compte des transformations T (cf. la fin du § 2), que les équa- 


tions X1=0 et Y,=0 possedent up système 20,300 2,---300_, 
de racines communes tel que xg% et que Da < 0, a, >0, 


tandis que les valeurs absolues de ces deux derniers nombres 
sont arbitrairement grandes. Nous allons voir qu’il est possible 
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choisir 2° 0 0 jè Jan- 
de choisir 2° HP 42909 Dr de manière que ces nombres n’an 
nullent pas ni Z ni le déterminant: 


exs+2 COS PXs+2 


exs+2 sin fxs+2 
WA = 60x42 z 


el xs42 


En ce qui concerne W, il suffit de choisir #9, 5,09, ,,..-)0_, 
de manière que ces nombres n’annulent pas le mineur de W, 
qui correspond à l’élément e*s+2 et de choisir ensuite 0,, 
assez grand 1$). Supposons maintenant que les nombres 2? 
annulent simultanément X,, Y, et Z. En supprimant, pour 
simplifier l’écriture, l’exposant 0 nous aurions les équations 
de la forme: 


Les 008 Bs41+Bes sin Past: + (C+ 0,)e5st1=0 
Det cos Pass + Fets sin pæsy + (F + Fees = 0 
Set cos Pass + Hest sin Bxs414+(K+K)e%t1—=0 


ou 
est2 sin fls+2 e“*st2 COS PLs+42 
eoXs+2 eOXs+2 
A= ; ’ B=— i ’ 
eUXs+2 EUXs+2 
COS s4? COS Zs+2 


C42 COS Past 
e*s+2 sin faste 

elXs42 

COS so 
et où C,, F; et K, (qui contiennent aussi la variable #11) tendent 
vers zéro lorsque x341 + — co. D, E, F s’obtiennent de A, B,C 
| respectivement en remplaçant dans leurs dernières lignes 


COS €342)... par sinæst»,.… et G, H, K s’obtiennent de. A, B, C 
respectivement en remplacant dans leurs dernières lignes 


14) Cf. la remarque à la fin du $ 5. 
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COS 349)... par e%*st2,,., Il résulte des trois équations écrites 
que l’on a: 


‘ae |A B C+G 
raD D mEn = 
S_HeE4-K; 


Or lorsque £s+2—> + co on a les développements: 
A=A'c08%s4» +A" e#*+2 +..., B= B'costs12 + B''et%42+..., 
O =C" CO8 M542 + 0° est? +...., D=A'sin vsp HD” etts + ..., 
H=B' sin £s42 +H” est? 4+-..., F=C' sings, + Fest +..., 
G— A" erste + G” elst? 4 ..., H = B’ e*s + H" ot L..., 
K= C" ev*st2 + K" est? +... où les coefficients A’, B’, C’, 
A”, B”, 0”, D”, E”, F”, G”, H” et K” ne dépendent que 
de Ls+3; Vst4,---) Ln—ı et où les termes non écrits sont d’ordre 
inférieur lorsque x342-+ + co. Il s’ensuit pour I'un développe- 
ment de la forme: 


r= WA eUt) xs42 + gal + + 


où l’on à posé 


VAK Be C! 
P= - D” Bt Ff” 
Apro Ot 


et où les termes non écrits dans le crochet sont d’ordre infé- 
rieur que e@#+7)x:+2 lorsque %s+2—> + co, tandis que les termes 
non écrits à la fin tendent vers zéro lorsque %s41—>— oo. Il 
est done clair que T ne s’annule pas pour des valeurs de #541 
et %si2 assez grandes en valeur absolue (£s+1< 0, %42>0) 
pourvu que J, ne s’annule pas. Or ce déterminant ne dépend 
que de sys, %s44)..-,%n—1 et l’on constate qu’il ne s’annule 
pas identiquement en ces variables 5). Il est done toujours 


15) Par exemple, lorsque l’équation (2) ne possède pas de racines dont 
la partie réelle serait comprise entre ô et u on peut poser, pour le voir, 
%s43= 0 et x344= 2761. Lorsque 25+5-> + co le terme principal du déter- 
minant T, se reduit à — 


— e+) x45 (60x44 — 64544)? sin? pus} 58in Ze 44 


et 8 étant irrationnel on a bien sin xg44+0. 
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possible de choisir x543,...,&n-1 de manière que J,+0 (cf. la 
remarque à la fin du $ 5). Alors, l’hypothèse X,=Y;=Z=0 
conduit, pour des valeurs de 22,, et 20 4, assez grandes en va- 
leur absolue, è une contradiction. 

Les raisonnements qui suivent sont à peu près identiques 
à ceux employés dans la démonstration du Théorème VI. On 
construit encore dans la partie du plan (a, #41) où x,>0 et 
&s+1 <0 un rectangle ABCD dont les côtés AB et CD sont très 
grands et parallèles à l’axe 0x,, tandis que les côtés BC et DA 
sont très petits et parallèles à Vaxe 02,4;. On suppose que 
l’ordonnée du côté AB soit égale à 20 u tandis que Pordonnée 
Ts11 du côté CD soit choisie de manière que X, ne s’annule 
PAS POUL w,,1=E,419 Loin Tyo- 2, = 49% ,. On voit alors 
comme au $ 7, en s'appuyant sur le Théorème A ($ 5), que 
lorsque le rectangle ABCD se trouve dans la région où x, est 
assez grand et æ41 assez petit les équations X=0 et Y=0 
possèdent un système de racines communes soit #,= a7, Ls+1 = W544 
dans ABCD. On peut supposer que ces racines n’annulent 
pas le déterminant obtenu en supprimant la colonne qui con- 
tient la variable 2,4: de la matrice M. Il suffit, en effet, de 
choisir +? assez grand: on le voit en développant le déterminant 
en question d’après la formule de LAPLACE suivant les mineurs 
d’ordre s formés à l’aide de s premières colonnes du déter- 
minant et en tenant compte de l'inégalité W,+0. 


$ 9. Nous allons maintenant établir un résultat encore 
plus général: 

VIII. L’équation (1) est du type Sn-1 lorsque l’équation ca- 
ractéristique (2) possède outre les racines dont l’ensemble F satisfait 
aux conditions du Théorème V un certain nombre de racines réelles, 
simples et plus grandes ou plus petites que les parties réelles de 
toutes les racines de l’ensemble F. 

Nous pouvons encore supposer que l’ensemble F contient 
une racine réelle u, telle que a<ô< u< oa (cf. l'énoncé V), la 
partie réelle d’aucune racine de F n’étant pas comprise entre y 
et a,, dans le cas contraire, en effet, l’énoncé VIII résulte 
immédiatement de l’énoncé VI. En tenant compte d’une trans- 
formation 7 (§ 2) on peut done admettre que l’équation (2) 
possède des racines imaginaires +? et a + if (a<0), des racines 
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négatives v,,...,vs, Ô et u, telles que 4<...<%<a<d <p et 
des racines positives y1,...,7r, telles que yi<y2<...<yr Toutes 
les autres racines de (2) (s’il en existe) ont leurs parties réelles 
comprises entre ô et u. Pour établir l’énoncé VIII il suffit 


d’après le Théorème I de montrer que les équations: 


ex TA Cai 
evs evsx 
e* COS Bary ex COS Ba, 
e™ sin Ba, es sin Bx, 
dx dx 
= Map =0, Y=| €: =0 
eux: eux 
COS sin a, 
ex ex 
erx erx 


possèdent un système de racines communes, tel que 2;# x et 
qui n’annule pas le déterminant obtenu en supprimant une 
colonne quelconque de la matrice: 


evi 


ers x 
ec COS Pay 
e sin Bx, 


M= esi 


eux 1 


eV 
rt 


Posons %2= Qz Li; La = 3%, ce Dr Art (1<Q<Q<-.-<4r) et 
%r42= Po Crt1,0r43= Pg Crt13 +) Crts= Porti (1<Po<P3<... Ps) 
en supposant que Xr4s+1, Cr+s+2)---) Un—1 Soient fixés nous allons 
considérer X et Y comme fonctions des variables x, et #41. 
En développant X et Y d’après la formule de LAPLACE suivant 
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les mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premières 
colonnes des déterminants X et Y on aura: 


COS Tı ... COS QrX, 
eX... 724% 


nee Ps que Var CIR 


. . . . . . 


emits... e QX 


@IrX .,,YrdrX 
er... EvrIr x 


(11) 3 
SIN Vy ... SIN grd 


eve%  EV24rXı 


+ Y= . . . . Y, + ZA, 


. . . . . . 


EX ,,, 01 Ir 


er... eYr9rx 
e?rxi,,, e7r9rxi 


où X, est le déterminant: 
e” Xr} e”: Pe Xr+ i eMPs*r+1 e”: ¥r4+s+ 
es *rH - es P2Xrti es PsXrt1 e Xr4st1 


EX" COS B&r41  @%Pe*rt1 COS PPoTr+1 : €*Ps*r+1 COS Bps®r41 C++ COS Plrts+i i 
X,= | erh sin Par ert sin Poets | ePsrti sin Bpatr4i es Hi gin Parti | 


edxrti e5P2Xr41 i esps*r41 : eoXrts41 
eur eUPaXr41 3 i ettpsxrti eH XrtsH1 
COS XrH1 COS Palri i COSPsCrt1 COS Cr4st1 


tandis que Y, se déduit de X, en y remplaçant dans la dernière 
ligne tous les cosinus par les sinus et que Z se déduit de Yi 
en y remplaçant la dernière ligne par e1*H,..., ePs%r#1, evi*rtst1... 
Considérons l’ensemble des racines de (2) qui interviennent 
dans la définition de X, et de Y, c. à d. les racines »,,...,%s, 
a+ if, ô... u, +i. Il est clair que l’ensemble symétrique de 
celui-ci par rapport à l’axe imaginaire satisfait aux conditions 
du Théorème VII. Il résulte de la démonstration de ce théorème 
et de l’énoncé I que les équations (3) de cet énoncé, dans les- 
quelles on remplace x,,..., Lr Par Xr+1) Lr+s+1)---7 Hn—1 et les yi(x) 
par des intégrales de l’équation qui correspond à l’énoncé VII 
possèdent un système de solution tel que x,=+xx et que x-41>0, 
Lrtst1 <0 et &,4342>0, tandis que les valeurs absolues de ces 
trois nombres sont arbitrairement grandes. Or les équations (3) 
du Théorème I restent satisfaites lorsqu’on y change le signe 
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des parties réelles de toutes les racines de l’équation caracté- 
ristique pourvu que l’on change aussi les signes de tous les 
nombres x;. On voit donc, en tenant encore compte des transfor- 
mations T (cf. la fin du $ 2) que les équations X,—0 et Y, =0 
possèdent un système 22, ,, ©, 14,02, .19)---,02_, de racines 
communes, tel que sfx? et que z? <0, 0, p >O et a, ...<0, 
tandis que les valeurs absolues de ces trois nombres sont arbi- 
trairement grandes. Nous allons voir qu’il est possible de 
choisir ce système de racines de manière qu’il n’annule pas Z. 
En développant Z par la formule de LAPLACE suivant les 
mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premières 
colonnes de Z on constate que Z ne s’annule pas lorsque 2,41 
est négatif et assez grand en valeur absolue, pourvu que le 
mineur: 


ertst+! COS PXr+-341 
e@rts+1 sin Persa 


OXrt sth 
n= € 


@lXr4s41 
©71X%r4s+41 


soit différent de zéro. Or ce mineur ne s’annule pas lorsque 
%r+s+1 est positif et assez grand lorsque le mineur de m: 


| €*rtst2 COS PXr+s+2 
e*745+2 sin Bxr4s+e 


, 


M = | pôxrtste 
ehXr4s42 


ne s’annule pas. Si l’on a m’ =0, il suffit pour que m ne s’annule 
pas pour les grandes valeurs de x,+s+1 que l’on ait: 


er+s+2 COS PAr4-842 
e“rts+2 sin Pr.t.5+2 
m''— ebxr+s+2 +0. 


edi Xr+s+2 
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Or on peut choisir les nombres g? sE. Has ee LO de manière 
que les égalités m’ =m” =0 soient impossibles, du moins lors- 
que %,4,+2 est négatif et assez grand en valeur absolue. On a, en 


effet, pour %r1s12—> — co les développements: 


m' = er+542(P, COS fXr+s542+ Qi sin Partste) + 
m'' = er4s42(P, COS PLr+s42+ Qo sin BX)+s42) +... 


où Pı, Qu, P, et Q, ne dépendent que de x,1343;...%n-1 et Où 
les termes non écrits sont d’ordre inférieur. On constate aisé- 
ment que P,Q.—P.Q, ne s’annule pas identiquement, il est 
done possible de choisir 2, s43- ©, de manière que cette 
expression soit différente de zéro1*) et notre- assertion résulte 
alors immédiatement des développements ci-dessus. On peut 
aussi supposer que les nombres g? epi Dry n’annulent 
pas le déterminant: 


e“rtst1 COS PXr4s41 04543 COS Parts | 
ertsti gin Parts eM rtst3 sin far4s43 | 
Wi=| esxiss 6Î%r+-548 ile 


eUXr+s+1 eux r+s+3 


En effet, W, ne s’annule pas lorsque 7,154; est > 0 et assez 
grand pourvu que le mineur de W, qui correspond à l’élément 
e”*r+s+1 et qui ne dépend que de %,}:}3,...,%, 1 ne s’annule 
pas, C’est ce que l’on peut bien supposer 16). 

Cela posé, nous considérons encore dans la partie du plan 
(21, €41) Où 2, > 0 et 41<0 un rectangle ABCD dont les 
côtés AB et CD sont très grands et parallèles à l’axe 0%,, tandis 
que les côtés BC et AD sont très petits et parallèles à l’axe Oxy. 
On suppose que l’ordonnée 2,4; du côté AB soit égale à x? 4 
tandis que l’ordonnée %,4, du côté CD soit choisie de manière 
que X, ne s’annule pas pour ©,41=Z 41, Dre =V gey Cn 29 _ je 
On trouve alors, tout pareillement comme dans la démonstra- 
tion du théorème VI ($ 7) que lorsque le rectangle ABCD 


— 


16) En effet, il résulte des démonstrations des théorèmes V et VII 
que ae 4820 à ne sont assujettis qu’à satisfaire à un certain nombre 


de conditions de la forme H(z? Pre z% _,)+0. 
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est choisi dans la région où x, est assez grand et xr41 assez 
petit les équations X=0 et Y=0 possèdent un système de 
racines communes dans le rectangle. Pour achever la démon- 
stration il faut encore montrer que le système en question 
n’annule pas le déterminant W obtenu de la matrice M en y sup- 
primant la colonne qui contient la variable x,542. Or on voit 
aisément que W ne s’annule pas lorsque x,(21>0) et @,41(@741<0) 
sont assez grands en valeur absolue: il suffit de tenir compte 
de l’inégalité W,=-0, de développer W par la formule de LA- 
PLACE suivant les mineurs d’ordre r formés avec les éléments 
de r premières colonnes de W et de développer ensuite le mi- 
neur N complémentaire du mineur: 


ei... eV IX 


eVrX,., errors 


par la formule de LAPLACE suivant les mineurs d’ordre s formés 
avec les éléments des s premières colonnes de N. 


$ 10. Nous allons maintenant remplacer les énoncés IV—VIII 
par un seul théorème plus géneral: 


IX. L’équation (1) est du type Sn-1 lorsque Vequation ca- 
ractéristique (2) posséde au moins deux couples de racines imagi- 
naires, pourvu que toutes ses racines soient simples et que les 
parties réelles de tous les couples des racines complexes soient 
distinctes entre elles 7), 


Considérons, en effet, les deux couples de racines imagi- 
naires, soit aif et a’+7p’ (a<a’) tels que l’équation (2) 
ne possède pas de racines imaginaires dont les parties réelles 
seraient plus petites que a ou plus grandes que a’. Si l'équation 
(2) ne possède pas de racines (réelles ou imaginaires) dont les 
parties réelles seraient comprises entre a et a’ ou s’il existe 
un troisième couple a'’+if’ des racines imaginaires [a <a" <a] 
tel que l’équation ne possède pas de racines dont les parties 
réelles seraient comprises entre a et a’ ou bien entre a” et a 


17) Il résulte de la démonstration que les restrictions relatives à la 
simplicité des racines ainsi qu'à l’inégalité de leurs parties réelles sont 
très probablement superflues. 
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nous sommes évidemment dans les cas des énoncés IV ou VI 
(ou bien des ceux que l’on déduit de IV ou VI en y remplacant 
des racines par leurs symétriques par rapport à l’axe imagi- 
naire). Dans le cas contraire ou bien l’équation (2) n’a qu’une 
seule racine dont la partie réelle est comprise entre a et a’ et 
cette racine est réelle ou bien cette équation possède deux 
racines réelles, soit 6 et u, telles que a<d<p<a’, tandis qu’il 
n'existe pas de racines dont les parties réelles seraient comprises 
entre a et ô ainsi que entre y et a’: il est clair que nous sommes 
alors dans les cas des énoncés V, VII ou VIII (ou bien des 
ceux que l’on déduit de V ou de VII en y remplaçant des ra- 
cines par leurs symétriques par rapport à l’axe imaginaire), 
le théorème IX est done complètement établi. 


$ 11. Nous supposerons dans ce $ que k=n—1 et que l’équa- 
tion (2) possède un seul couple de racines imaginaires. Le cas 
où n=3 a été déjà examiné ($ 3): l'équation (1) est du type La, 
sauf dans le cas où la partie réelle des racines imaginaires 
est égale à la racine réelle, alors l’équation (1) est du type Ss. 
Examinons maintenant le cas où n= 4. On a l’énoncé suivant: 

X. Lorsque n=4 et que Véquation (2) possède un seul couple 
de racines imaginaires, tandis que l’une des racines réelles et 
plus grande et l’autre plus petite que la partie réelle des racines 
imaginaires l’équation (1) est du type Lz. 

On peut supposer que les racines de l’équation caracté- 
ristique sont 0, a+if, y(0<a<y). Si l'équation (1) était du 
type S3 il existeraient, d’après l’énoncé I, des nombres 
Lis Do) Ta(di dx) tels que l’on aurait: 


(12) e™ cos Ba, | =0 et |e% sin Pr, | —0. 
elx% e7% 


On peut écrire ces équations sous la forme suivante: 


Ae cos Ba, +B,+0,¢ = 0 
Ae sin Br, +B, +0, e = 0 


où les coefficients A, Bı, Cu Bz, C, ne dépendent que de 2, 
et de æ3. 
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En éliminant entre ces deux équations cos fx, et sin fx, 
on obtient l’équation: 


B? + B+ 2(BC,+ B,C.) e: A?eee + (C+ 03) e% = 0 
et il est clair que chacune des deux suites: 
Bi + B3, 2(B,C,+ B202), As, Ci+ C? 
Bi +- Bi, —A?, 2(B,C,+ B,C2), +0 


présente deux changements de signe, done d’après la règle de 
DESCARTES généralisée (cf. le renvoi) 4) l’équation en g: 


Bi + B3+2(B,C,+ B203) 0 —A2 2 + (03403) e = 0 


possède deux racines au plus. Or il résulte des équations (12) 
que l’équation en x possède 3 racines distinctes: x =, T= 
et x —x,. Nous aboutissons ainsi à une contradiction qui montre 
que l’hypothèse: l’équation (1) est du type S, est inadmissible. 

Lorsque n > 4 l’équation est-elle toujours du type Sn-1? 
cela me parait probable, mais je n’ai pu établir à ce sujet que 
le résultat partiel suivant: 


XI. p et q étant des entiers positifs ou nuls, tels que p4-q= —2 
on peut construire, pour tout n> 4, une équation (1) du type Sn-1 
dont l'équation caractéristique (2) possède un seul couple, sort 
a+iB, des racines imaginaires, p racines réelles inférieures à 
a et q racines réelles supérieures à ce nombre. Ce résultat subsiste 
pour n = 4 lorsque p=0 et q =2 ou p=2 et q = 0 (cf. l'énoncé X). 

Dans la démonstration de cette proposition nous allons 
utiliser le lemme suivant: 


Lemme 4. Lorsque n est un entier >4 et r< [2(n—3)]“ 
on peut trouver des entiers positifs £i, Los ...,Un-2 tels que l’équation 
en t: 


Lits oies -2 1 1 
CIAO MO e7Ten-2 1 
CASINI NBA (SARO T | 
(13) s0 
e~ (n—3) rx, Aes (n—-3)rxn-2 i 


ENT Gare eee UNI 


possède une racine négative et plus grande que 1 en valeur absolue. 
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Posons Ln—2 =L, Vn—3 = 2, --- } Lo = N—3, en ce qui concerne, 
il sera choisi pair lorsque n est impair et impair lorsque n est 
pair et en outre suffisamment grand pour que Von ait: 


(14) G0 — ii ati 


ce qui est possible car l’on a 2e7?*>l. Remarquons d’abord 
que tous les mineurs d’ordre (n—2) obtenus en supprimant 
la dernière ligne et une colonne du déterminant (13) sont po- 
sitifs (loc. cit. sous*)), il en résulte que lorsque t + — co le premier 
membre de (13) devient négatif. En désignant par M,,..., My», 
M, les mineurs (tous positifs) relatifs aux éléments t“, ..., £%r-2,1 
de la dernière ligne du déterminant on trouve sans peine que 
pour t= —1 ce déterminant est égal à —WM,+M,+...+Mn 1. 
Pour établir le lemme il suffit donc de montrer que l’on a 
M,<Mn-1, or M, et M}: ce sont des déterminants de VAN- 
DERMONDE, donc: 


M,= [] \e-™—e-™| (on pose 4-1 = 0), 
) 


ink=2 nd SE 


Mn = H Jemi — e= rr]. 


restio SE) 
Cela posé, l’inégalité (14) entraine les suivantes: 
Jerrie — en] < emi — e—™| (à =2,3,...,%—2) 


d’où il s’ensuit bien que M, <Mr. 

Remplaçons maintenant dans c’équation (13) t par e” où z 
est la variable complexe. Puisque l’équation (13) possède une 
racine t négative et plus grande que 1 en valeur absolue Péqua- 
tion en z aura les racines log t= log |t| +iz dont les parties 
réelles sont positives. On constate donc que si les racines de 
Péquation caractéristique sont —(n—3)r, —(n—2)r,...,—7, 0 
et log |t| +ix les deux équations: 


1 al 
Ca TX; e rx, 
e~ (n—8) rx; e (n—3) rx1 


|t|" cos za, |t sin xa, 
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possèdent des racines communes en 2,...,@n—1 (LiF Lk, CIn1=0). 
On voit d’ailleurs, d’après ce qui précède, qu’aucun mineur 
d’ordre (n—2) de la matrice: 


alt 


e TX 
e (n—3) rx, 


ne s’annule pas pour ces valeurs de 2,...,%n-1 et ceci achève 
la démonstration dans le cas où p=n—2. Le cas où p=0 
se ramène au cas précedent par une transformation T. Suppo- 
sons maintenant que l<p<n—2(n>4). Nous pouvons 
admettre que les racines de l’équation caractéristique sont 
—(p—1)r, —(p—2)r,...,—r,0, loglt] tia et y,...17s où 
r=[2(p —1)]!, où 7 est la racine de l’équation (13) dans la- 
quelle on a remplacé n par (p +2) et où 0<log |t|<y,<...<ys. 
‘Il faut montrer que les équations: 


1 1 
em ema 
e-@-Drx e—(P—1) rx, 
X = = 0 Y == ci 
|r|“ cos za, |r| sin za, 
enix ex 
ex eys%s 


possèdent un système de racines communes (£: == %,) quin’annule 
pas un des mineurs d’ordre (n—2) de la matrice: 


1 


et TX, 


M= || e-em 


eX 


eds Xi 
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La dernière propriété est évidente car aucun mineur de M 
ne s’annule pas lorsque 2;+ 2, (cf. le commencement du $ 4). 
Pour établir l’existence des racines communes nous emploierons 
encore la méthode du $ 7. Posons donc 


da PaCo, Da Podi LP << pa): 


Il résulte de ce qui précède qu’il existent des nombres 
du, 29; qui annulent simultanément les deux mineurs: 


| 1 |] 
Gout EC T*s+1 
Yi == i Xe = : 
e (pv TXs41 e— (P—1) rx549 
|r sin ags | rl cos aessi 
Posons 42 = 02,9, s43 = D 35e. Pn = Vp et considérons 


dans la partie du plan (a, dae OU %41>0 et % > sys un 
rectangle ABCD dont les côtés AB et CD sont très grands 
et parallèles à l’axe 0x,, tandis que les côtés BC et DA sont 
petits et parallèles à l’axe Oxs. En supposant que l’ordonnée 
%s+1 du côté AB soit égale a x$; et que celle du côté CD soit 
choisie de manière que l’on ait X,+0 le long de ce côté et en 
développant X et Y d’aprés la formule de LAPLACE suivant 
les mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premières 
colonnes de ces déterminants on constate comme au $ 7 que 
les équations X=0 et Y= 0 possèdent bien des racines commu- 
nes dans le rectangle ABCD. 

Il reste à traiter le cas où p =1, or ce cas se ramène à celui 
où p=n—3 par une transformation 7, le théorème XI est 
done complètement établi. 


§ 12. Je supposerai maintenant que k a une valeur quel- 
conque et je me contenterai d’établir quelques propositions 
particulières qui suggèrent cependant des présomptions rela- 
tives au cas plus généraux. 


XII. Si Vequation (2) possède (p+1) couples des racines 
imaginaires conjuguées et si les rapports des leurs parties imagi- 
naires sont tous rationnels Véquation (1) est du type Sr» 
(p Sin —1). 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 14 
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Soient a1+4f1,...,0p+1+7fp+1 les p +1 couples en question. 
Il résulte de nos hypothèses qu’il existent des entiers 
li, lo,...,lp41, tels que Von a: 


Posons x1=Y%, %2,=2r7,..., %n—p=(N—p) ra. 
D’aprés l’énoncé I il suffit de. montrer que les équations: 


ky e@% sin B1%1+...+%n-p@%*n-r sin f1 Ln—p = 0 


ky e%+1% sin Bp41%1+ -.. + np 0%4+1*n-p sin Bp41%n_p=0 


ainsi que les (n—p—1) autres équations linéaires et homo- 
gènes par rapport aux k; sont satisfaites par des constantes k; 
non toutes nulles. Or pour les valeurs considérées des x; on 
a sin650=0(s=1....,p+1,t=1,...,n—p), il suffit done de 
trouver des constantes %,,...,%n-», non toutes nulles et qui 
vérifient (n—p—1) équations linéaires et homogènes, c’est 
ce qui est toujours possible. 

Il résulte du théorème IX que dans le cas particulier où 
p=1 la condition: „les rapports des parties imaginaires sont 
tous rationnels” est superflue, il me semble probable qu’il 
en est de même quelque soit p. Nous allons voir que cette 
hypothèse est exacte dans un cas particulier. Considérons, 
en effet, l'équation y@4+Ay=0, où A est une constante po- 
sitive et où n est pair, son équation caractèristique possède n 
couples des racines imaginaires, donc d’après l'hypothèse 
énoncée elle devrait appartenir au type S,n+1, Or nous avons 
même un énoncé plus général: 


XIII. L’equation y +A(x)y—0, où n est pair et où A(x) 
est continue et supérieure à une constante positive est du type Sinti. 


Remarque. M. J. Mikusiriski a réussi à compléter très 
heuresement ce théorème, il a établi, en effet, dans l’article: 
Sur le problème d’interpolation des intégrales des équations 
différentielles linéaires”, publié dans les Annal. de la Soc. Pol. 
de Math. (19), que si A(x)>0 l'équation de l’énoncé XIII 
est du type Lin. 
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Dans la démonstration je vais utiliser le lemme suivant: 


Lemme. Si A(x) est continue et +0 dans Vintervalle ferme 
(a,b) alors toute intégrale de Véquation y+ A(x) y=0 (n pair) 
qui ne change pas de signe dans (a,b) et qui s’annule en Vun 
des points a et b au moins possède au plus 4n—1 zéros (d ordre 
pair de muliiplicité) comptés simplement à l’intérieur de (a,b). 


Ce lemme résulte de la remarque suivante, conséquence 
de la formule de TAYLOR: si f(x) possède la dérivée seconde et 
n’est pas constante dans aucun intervalle il existe dans le 
voisinage arbitrairement restreint à gauche ou à droite d’un 
point où f(x) atteint son maximum (minimum) des points 
où Von a f'’(æ) <0 (f''(x) > 0). Il s'ensuit de la remarque pré- 
cedente que si l'intégrale y(x) possède s zéros (comptés simple- 
ment) à l’intérieur de (a,b) y'’(x) change de signe (2s— 1) fois 
au moins dans (a,b). En pour suivant le même raisonnement 
on voit que y®(x) y change (2s—3) fois au moins son signe... 
et que y®(x) y change de signe (2s—n-+1) fois au moins. 
D’après nos hypothèses il faut donc que l’on ait 2s—n+1<0 
et s<in—l. 

Or, M. J. Mikusinski a montré 18) que si n est pair et si 
A(x) >m >0 tout intervalle dont la longueur dépasse un nombre 
qui ne dépend que de n et de m contient des zéros de toute 
intégrale de l’équation y + A(x)y —0. Il résulte de ce théorème 
et du lemme ci-dessus 1°) qu’il existe un nombre d=d(n,m) 
tel que toute intégrale de l’équation (où A(x) >m>0) change 
de signe dans tout intervalle dont la longueur est supérieure 
à d. Considérons maintenant un intervalle quelconque (a,f), 
tel que B—a>d et soit K la borne supérieure des longueurs 
des intervalles contenus dans (a,f) et tels qu’il existe une 
intégrale de l'équation qui ne change pas de signe dans l’inter- 
valle en question. On a évidemment K<f—a. Soit yA(æ) une 
intégrale qui ne change pas de signe dans l'intervalle 


18) „Sur l'inégalité différentielle |{(x){=wm|f(x)|, Comptes Rendus 
des séances de l’Acad. des Sciences de Paris, 11 février 1946. 

19) Au lieu du lemme on pourrait utiliser une proposition générale 
de M. Mikusinski. 


14* 
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An<LXZbn(a <an<bn<PB), Diane een et qui satisfait à 
la condition: 


Max [Yn( An) I \yn(an)};-- 19% (an)|] = 


Il existe une suite partielle n; telle que a,,—>4, bn>b, 
b-a=K, aza<h<f (les deux signes d’égalité sont exclus 
à la fois), Yn;(@n,) > Rozei YRD (An) Sen On a 


|al<1 et Max|jza]=1 (é=0,1,...,%). 


Des conditions initiales 2(a)—2,, 2'(a)=2,,...,27Da)=2n1 
déterminent univoquement une intégrale 2(x) et il résulte du 
fait qu’une intégrale est une fonction continue des conditions 
initiales?) que 2(x) ne change pas de signe dans l’intervalle 
(a,b) de longueur K. On peut évidemment supposer que cette 
„intégrale extrémale” est positive ou nulle dans (a,b). Il est 
clair que l’intégrale 2(x) s’annule en celui des points a et b 
qui est situé à l’intérieur de (a,f) [2(x) s’annule en a et en b 
lorsque a<a<b<f]. Désignons par æ,,%,,...,a les zéros de 2(x) 
contenus à l’intérieur de (a,b). Si l’équation y +A(x)y—0 
est du type L, et si l<k—2 il existe une intégrale u(x) qui 
est positive aux points a, %,,..., 7, b. Il existe done un nombre 
positif 6 tel que l’intégrale A (x)= 2(@)+eu(@) est positive 
dans les intervalles axa<a-+, 2; —0<æ<a;+ à (î=1,2,...,1), 
b—ô<x <b et cela quelque seit e>0. Dans les parties de (a,b) 
qui n’appartiennent pas aux intervalles précédentes z(x) a une 
borne inférieure positive, done 2*(x) y est positive aussi pourvu 
que «>0 soit assez petit. Ainsi donc l’intégrale 2*(x) serait 
positive dans un intervalle contenu dans (a,b) et dont la longueur 
surpasserait K, contrairement à la définition de ce nombre. 
Cette contradiction montre que 1>k—1, or d’après le lemme 
on al<in—1, il en résulte que k <4n et ceci établit la pro- 
position. 

Les résultats de la plupart des théorèmes précédents sont 
négatifs: on constate qu’il n’est pas toujours possible de con- 
struire des intégrales satisfaisantes aux conditions données, 
voici maintenant quelques proposition affirmatives: 


20) Cf. p. ex. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, 
p. 142—153. 
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XIV. Supposons que l’équation caractéristique (2) possède 
deux groupes de racines, chaque groupe comprenant (k—1) 
couples (comptés avec leurs ordres de multiplicité) de racines 
imaginaires dont les parties imaginaires sont toutes égales en 
valeur absolue?1). Si le rapport des parties imaginaires des ra- 
cines appartenant aux groupes différentes est irrationnel l’équa- 
tion (1) est du type Lx. ł 

Soient a, fi, a2 +if1;-.., ar-1 if les racines du 1 groupe. 
Si équation (1) était du type 84 il existeraient, d’après le 
théorème I, des constantes kı, ka... kp non toutes nulles et des 
nombres %1,..., r(x) tels que l’on aurait: 


k, e@&% sin f1%1+...4+ kpe“ sin BPitr= 0 


(15) bene aa 
ky e“*-11 sin By; +... + kx ea gin Bitz= 0 
ky e%-1% COS Bi di + … + kxe%-*%cos Pi Gr = 0. 


On peut d’ailleurs supposer que 2,=0 (cf. la remarque 
à la fin du § 2). Il résulte des (4 —1) premières équations (15) 
que l’équation en u: 


Ky sin By a1 eu... + kri sin Pis eu 0 


possède (K—1) racines: «1, az... ar 1 (comptées avec leurs 
ordres de multiplicité), or il s'ensuit de la règle de DESCARTES 
généralisée (cf. loc. cit. sous*)) que l’équation en u possède 
au plus (4—2) racines réelles, à moins que les coefficients 
ky sin B1%1,...,kr-1sin Pi%x:-1 ne soient pas tous nuls, on a done 
kssin Pix, =0 (s=1,2,...(K—1)). Supposons maintenant que 
les coefficients de 7 des racines du 2 groupe soient tous 
égaux à + fə on trouve tout pareillement que kssin B,æ;—0 
(s=1,2,...(K—1)). Si l’on avait sinf,7,=0 et sin fz%s= 0 
simultanément il en résulterait que le rapport f,:f, serait 
rationnel, en contradiction avec notre hypothèse. On a donc: 
k,=0, k2—0,...,kx_1 0. Il résulte alors de la dernière des 
équations (15) que l’on a aussi X4= 0. Nous aboutissons ainsi 
à une contradiction avec le fait que les constantes %; ne sont 
pas toutes nulles, ainsi donc l’équation (1) est bien du type Lx. 


21) Elle peut avoir aussi d’autres racines. 
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Les conditions du théorème XIV sont vérifiées, par exemple, 
dans le cas de l’équation y®+y=0 (avec k =3), on trouve 
ainsi que cette équation est du type Ls (d’après l’énoncé XIII 
elle est du type S; et d’après le résultat cité de M. Mikusiriski 
elle est du type La). 

XV. Si Vequation caractéristique (2) possède k racines réelles 
(comptées en tenant compte de leurs ordres de multiplicité) Véqua- 
tion (1) est du type Lx. 

Soient y1, y2,...,y les racines réelles que nous supposerons 
simples. Si l’équation (1) était du type Sx il existeraient, 
d’après l’énoncé I, des constantes %i,...,%z non toutes nulles 
et des nombres ,...,%% (ts) tels que l’on aurait: 


kiera + koei” t... H kpr =0 (i—1,2,..,k) 


donc le déterminant: 


ex... e71Xk 


eYRX1 ,.. Ek Yk 


devrait s’annuler, C’est ce qui est cependant impossible (cf. le 
commencent du § 4). Le cas où certaines parmi les racines 
réelles seraient multiples se traite d’une manière analogie 
(cf. le § 4). ` 


ON A PROBLEM OF M. F. LEJA 


By ZYGMUNT ZAHORSKI (Kraków) 


M. F. LEJA put the following problem [Ann. de la Soc. 
Pol. de Math. t. XVIII, p. 172, 1, (1945) and-Interm. des 
Rech. Math. t. 2, fasc. 5, Janvier 1946 qu. 0389, p. 5]: a closed 
set C on the complex plan and a point 2ge C display of the 
following property: the transfinite diameter of the set 
C - {|z—z9| <6} is positive for every d> 0. A sequence of poly- 
nomials P,(z) of degree n is bounded, |P,(2)| <M, for every 
zeC and every n. Does a number 6(e)>0 (and M,<-+ co) 
exist, for every ¢¢(0,1), such, that |P,(z)(1—e)"|<M, for 
every z fulfilling |z—z,|<é(e) and every n? 

When C is a continuum, the answer is affirmative (F. LEJA: 
Math. Ann. t. 108, 1933, p. 520). From the quoted paper we 
foltow more, namely: the theorem about the existence of the 
number ô(e) with the properties above named remains valid, 
when |P,(2)|<M(z) on a set CCC, 0 being the point of density 
of the set of distances of the points of C, from 2; the finite 
function M(z) does not need to be bounded. The theorem in 
question has been used in the construction of the Green’s 
function for an domain, the border of which is composed of 
continuums (F. Lega: Ann. de la Soc. Pol. de Math. t. XII, 
1933, p. 57—71). The construction can be applied to borders 
with one — point components, but fulfilling the above — named 
condition of density; it could also be applied to borders, which 
fulfil the hypothesis, named in the formulation of the problem 
(for every zoc C), if the ‘answer were affirmative. 

I shall prove, that the-answer is a negative one. It does not 
(possible) exclude the possibility of a construction of Green’s 
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function, even of such a construction, as that of M. LEJA 
in Ann. Soc. Pol. t. XII, but the proof requires a change. It 
is possible, too, that the counterexample I give cannot be 
obtained for the polynomials, used in M. LEJA’s construction of 
the Green’s function, but these problems, together, with that, 
concerning the existence of the Green’s function, I leave opened. 


Lemma. {ln} being a sequence of positive numbers, In<1, 
n=1,2,..., a sequence of natural numbers {mn}, Mn41> Mn, 
exists, such, that mn depends of n,l,lo,...,Un only, denoting 


co 
gu"n=@n, Dan<1 and for every k 
n=1 


(*) pela i As eee SD 


Proof. We define by means of induction a sequence of 
natural numbers m, in the following manner: 


mı is the smallest natural number, fulfilling the condition: 
E 1 
(1) 2"> Alger - 


mx(k>1), is the smallest natural number, fulfilling the 
conditions: 


(2) ame > att ig, =, 
N k 
(3) Mk > Mp1. 


From (1), (2), (3) it follows, that mx depends on k, lr, U-15 yl 
only. We shall prove, that the sequence {mn} fulfils all the 
conditions of the lemma. The an fulfil 


co co co 
5 5 1 Il DIC 
On = gmn < om = gm ESS 1 
n=1 n=1 m=n, 


according to (3), and likewise 


(4) dat arpit DI om = gma 


m=mMp 


ON A PROBLEM OF M. F. LEJA PAL 


2 si 


(5) 2an= RASE aG 
Qe" — 2 192 ln 


according to (1), (2), and hence, as Ze(0,1) 


æj 7 % Cp tkt Ekiti 2a, 7209 Qep1 7k tekt 
RE EN AP ARE GE soo en > 


k 
1 1 1 k asia O, 2 n 
Ses et nel erre are = sy 2 
ou, Sent, osta UM — Jf 2 2" lat = 2 nel? > 
n=1 


Be Shales Waal 
>2 À 2 = 2 ; 
according to (4), (5), q. e.d. 
The construction of the set C and of the sequence of 
polynomials, {Px,(2)} of degree kn (n =1, 2,...). 
We choose an arbitrary positive number as? and we 


define, for an arbitrary sequence {n}, lne(0,1), n=1,2,..., 


ln 


a sequence of numbers M, and an= 2 , after the lemma, 
where mn, depends only on n,1,,l,,...,ln, and a sequence 
of numbers 


(6) Pa Fy tig ont) = TN, 40), 

then a sequence of polynomials (in the variable z) 
Qu(2) = Q (n, by, be, ln 2) = 

= z(z—a) me (zg—41,)"™"... (24) 


(7) 


where Sni =2" n "1, ¢ =1,2,..., n, Sno —2""; m depending only 
on è, l; lo,- 4, Qn depends only on n, li; l,,...,¢n, and besides 


§ 
(8) t = lj. 
Sn,0 


We define a sequence of numbers Rn = R(n, l,,ls,..-, ln) > 0 
such, that 


(9) |@x(2)| <1 for every |z| <5R, 


and Rnis the greatest number with this property. It is possible, 
for Q,(0)— 0 according to (7), and Rn depends only on the 
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coefficients and on the degree of the polynomial @,(#) and 
so only on n, li l,..., ln. 

In particular, we define by means of induction a sequence 
of numbers /,e(0,1), putting: : 


if; 
(10) h=3; 


(11) lr = min few LEN pose Ra) for every k>1. 


It is easy to prove (by induction) that {, > 0; besides, 
it follows from (11), (6), that 


(12) a, =), din 
n->co 


n->co 
We denote with X, a circle 
(13) le—All < r 
the sequence {ln} being chosen as above ((10), (11)), and we 
put z= 0, 


(14) C =[0] +> Kn. 


n=1 


It follows from (12), that C is a closed set. The transfinite 
diameter of the circle being positive, C and 2, fulfil the con- 
ditions of the problem. The sequence {ln} being defined, as 
above, we put 


(15) kn =1 + Sn,0 SF Sn,1 =F ore aF Sn, n 


BOES -(£)' for every kka, k,n=1,2,.. 


(16) Px(2)= Qs yy lay sey Uny 2) n=1,2,.. 


and, according to (7), Px,(2) is of degree kn. 
We shall prove, that the sequence of polynomials {P,,(2)} 
fulfills the conditions of the problem, namely 


(17) |Pz,(2)| <1 for every zeC and every n. 
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_ It follows from (16), (7) that 
(18) Px,(0)=0 for every n, 
and from (13), (6) we obtain for every zeX, 
(19) Jel < 4lk + rr <5lky |2| <5Rn when k>n 


according to (11), and hence, according to (9), (16): 


(20) |Pa,(2)| <1 for every ze X Kx. 
i k=n+1 


From (19), (11), (10), (14) it follows 
(21) ‘ |Jel<5<1 for every zeC. 


(22) |e —4l;| < |e — 4lr| + |4lr — 4l:| < rr + max (44,44) < 
<i+ 41,<54=}$<1 for every 2eKx. 
After (6), (13) for every zeKx, 
(23) je—a| < |z— 4lr|+ |4l,—a| < rr +a—ílr <p t+ a—4Ah, <a. 
From (23), (22), (21), (13), (16), (7), (8), {6) it follows 
(24) |Pa,(e)l<a'morimA— (angine < (a-ak en tmo =] 


for every ze Kz, k <n, and from (24), (20), (18), (14) follows (17), 
q. e. d. 


` We shall evaluate the number 


kn 
Bp = lim) |Px,(3lp)\ . 
n->co / 


After (11) 
4l; — 3lp > l for 1< D, 
3l, — 4l; > 3 lp — 241 > lp for i>p, 


a—3l, >a—, 
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and hence, according to (16); (7), for n>p 


(25) PAG) 
= 3lp- (a — 3lp)n,0-|37, —4l |5n, 1... |3lp —4lp|p...|3l — Alan > 
3\%n,0 sn Sn (prete henri 
= à, (a-3) - 1,71 E RA SY LN ae ET 


From (8) we follow 


8n,0 
8n,17 8n,2 8n,p—1 ] Sn, Sn, __ 7%] % Cn_1] Spt eps yt +e 
RER CENTER TETE AT LY ot + n> 


A, 7 & a e+e +. it 
Sei ETS es 


according to the lemma, (*) and since J,<1, the more after 
(15), (8): 


1 
kn i 


reee 8n, 0 
s Sn, 2 Sn p—1 Sn. pt F Snn sieas 1\1+2j+e9+--@y 
(6) Wagers pupe Finn > (215, (3) Tin. 


From (25), (26) it follows 


kn kn 
Viner en 3\%m0 (1\îm0 
|Px,(31,)| > 3t,-(a—3} ky (4) în = 
(27) : PAL GE lo" LANE 
kn 3\ theta, + 
| as 


ers 8n,0 
= 3l, 5 


Since sn o= 2"", then after (3), lim 8,,o— + co, lim kn= + 00, 
n->oo np00 
(Kn > Sn, 0) 
l L 
lim 1 re 
"ltamhetonte 1+2 an 
m 


a 
> = 


n=1 
co kn 
for, after the lemma J'an <1; because lim 3%, = 1, from (27), 
n00 


n=1 
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(28) follows 


1 


3\7 
a — — 
fy = tim VIPs) ) > z3) SS Il, 


In particular, for a = 2,795 is a—3— 2,42 so B,> 1,1 and, 
for a= 24? +4, fp >A. [It is known from the work of M. LEJA 
(Ann. Soc. Pol. t. XII, p. ora that for every z a finite 


number B(z) exists, such that maf I „2l < B(z)]. 
We put e—;% and obtain Di Abile 
Bp age 0,95 - 1,1 = 1,045, 


dim Prn(3lp) )| (A—e) > 1,045, 


kn 


VIP: Bb) (1—e) > 1,04 for every n>), 
| Px,,(3lp) (1—s)*"| > 1,04*" for every n> nos 


and so the sequence P; (2) (1—e)* is not bounded in any 
|e|<ò, for, according to (12), fun 3l,=0; and ‘so a zy) does 
not exist, q. e. d. 


Remark. It is easy to verify, that the polynomials P,,(z) 
are commonly bounded in the circle al <5 . This circle 
ean, therefore, be added to the set C, and taking the poly- 
nomials Px,(2az) and the set C* = = [the image of C by the 


transformation 2* =, we obtain a result analogous, and 


C*C{|z| <1}, all roots of Px (242) involved in C*. We observe, 
that the existence of multiple roots of Px, (2) (and Px „(0) = 0) 
is not essential, for every one of them can be replaced with 
simple roots, lying in the very circle K,, their dislocation 
being indifferent. 

Denoting with (3) the transfinite diameter of the set 
C{|2—20l <ô}, I put the question, whether, the problem of 
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M. LEJA possesses a solution affirmative with the hypothesis 


ev. a=1, or a = lim ALI) ev. a=a =a =l. (The inequa- 
350 


lity is fulfilled 0 <a<a<]1l). 


M. LEJA has put, besides, the folloving problem: given 
a closed bounded set C of transfinite diameter > 0, does always 
a point 2€ C exist so, that for 2, the problem defined on the 
beginning, admits of a positive solution. In connection with 
this we can put forward the question, whether the following 
generalization of LEBESGUE’s theorem about the points of 
density is valid: for every closed and bounded set C of transfi- 
nite diameter >0 a sub-set C, exists so, that every CCC; has 
a transfinite diameter 0 and for every 29e C—C, the problem 
admits of a positive solution. 


Jelenia Gôra, 1. I. 1947. - 


UNE CONDITION DE RÉGULARITÉ 
ET D’IRRÉGULARITÉ DES POINTS FRONTIÈRES 
DANS LE PROBLÈME DE DIRICHLET 


Par F. LEJA (Kraków) 


1. Soit F un ensemble fermé et borné des points du plan 
et 2, un point de F. Je dirai que l’ensemble F possède au point zg 
la propriété V si à chaque suite de polynomes 


P,(z) = don "+ din +... + Anny Die 


uniformément bornée dans F et à chaque £>0 on peut faire 
correspondre un voisinage V du point 2, tel que la suite 


Paz) 


CER 

soit uniformément bornée dans V. 
On peut prouver que l’ensemble F possède la propriété V 

en chaque point d’un continu quelconque appartenant à F1) 
et qu’il peut ne pas posseder la propriété V en un point isolé de F . 
et, plus généralement, en un point qui n’est pas un point de 
condensation de F. M. Z. ZAHORSKI à donné recemment un 
exemple d’un ensemble F ne possedant pas la propriété V en 
un point limite d’une suite des cercles appartenant à F?). 


2. Soit D un domaine plan quelconque contenant le point 
co dans son intérieur. Désignons par F la frontière de D et par 


G(2) 
la fonction de Green classique de D avec le pôle à Vinfini, 
c’est-à-dire la fonction réelle, positive et harmonique dans D 


1) La démonstration dans mon travail inséré dans les Math. Annalen 
t. 108 (1933), p. 517—524. 
2) Ce journal, t. 20, p. 215. 
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possedant les deux propriétés suivantes: 1° La différence 
G(z)—log|z| tend vers une limite finie lorsque z—>oo, 2° G(z) 
tend vers zéro lorsque z tend vers un point quelconque de F. 

On sait que si la fonction G(z) existe elle est unique. La 
différence G(z)— logz constitue la solution du problème de 
Dirichlet pour le domaine D et les données frontières: —log z. 
Si cette solution existe quelles que soient les données frontiéres 
continues sur F, le domaine est dit régulier. S. ZAREMBA 
en 1908?) et puis H. LEBESGUE en 19134) ont donné des 
exemples des domaines irréguliers. 

Dans un domaine irrégulier la solution du probléme de 
Dirichlet n’existe pas toujours (c’est-à-dire pour toutes les 
données frontières continues). La fonction de Green classique 
n’existe jamais. Néanmoins, à chaque domaine D, régulier 
où non, dont la frontière F est de diamètre transfini positif, 
on peut faire correspondre, en suivant une méthode créée 
en 1909 par S. ZAREMBA 5) ou une autre créée en 1924 par 
N. WIENER ô), une solution unique du problème de Dirichlet 
généralisé et, par suite, aussi une fonction de Green généralisée ?), 
que je désignerai comme plus haut par G(z). Un point z de la 
frontière F est dit, d’après LEBESGUE, régulier si chaque so- 
lution du problème de Dirichlet généralisée tend vers la valeur 
donnée en Zə lorsque z2—>2,. Dans le cas contraire il est dit 
irrégulier. 

M. G. BouULIGAND a démontré 8) que: Pour qu’un point 2, 
de F soit régulier il faut et il suffit que la fonction de Green 
généralisée G(z) tende vers zéro lorsque z— 2p. 


3) Atti del 4. Congresso Intern., Roma 1908, t. II, p. 194. 

4) C. R. de la Soc. Math. de France 1913, p. 17. 

5) Sur le principe de minimum. Bull. de l’Acad. des Se., Cracovie 1909, 
p. 197—264. 

6) Journ. of Math. and Physic, Mass. Inst. of Technol. 1924, p. 24. 

7) Voici sa définition par la méthode de Wiener: On construit une 
suite croissante des domaines réguliers {Dn} contenant le point co, contenus 
dans D et tels que Dn+D; on forme la fonction de Green classique G,(2) 
du domaine D, et on démontre que la suite {@,(2)} tend dans le domaine D 
vers une limite G(z) indépendante de la suite {D,}. Cette limite est, par 
définition, la fonction de Green généralisée du domaine D. 

8) Annales de la Soc. Polon. de Math. t. 4 (1926), p. 59—112. 
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Il est clair que tous les points frontières d’un domaine 
régulier sont réguliers. Un domaine irrégulier dont la frontière 
est de diamètre transfini positif possède au moins un point 
irrégulier. Si ce diamètre s’annule, tous les points de F sont 
irréguliers, par définition. 

3. On doit 4 H. LEBESGUE et à N. WIENER certains critères 
de régularité des points frontiéres. Le but de cette note est 
de démontrer le critére suivant: 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point & 
de la frontière F d’un domaine plan D (contenant le point co) 
soit régulier est que F possède en ce point la propriété V. 


Démonstration. Soit {ćo, î13-.-, în} un système de n+1 
points de F. Désignons par V(É0,-.., în) le produit de toutes les 
distances mutuelles de ces points 


V (Cos... ? Cn) => IT |i—Cal 


O<i<k<n 


et par {0% ;---7n} un système de n+1 points de F tels que 
le produit V(7,...,7n) soit le plus grand. Supposons que les 
indices des points 7,..., %n Soient choisis de manière que parmi 

les produits | 


Ai =| (ni — No) --- (ni — 1) (Mi — Nira) (Mi Ma) =O... 0, 


Ao soit le plus petit et formons les n--1 polynomes 
= AL Z— LIÉE 
LO (e) = RR ld NEA, Nn 


(1) Mio MM M—Ni+ Min 
(#0, a) 


que j’appelerai polynomes extremaux de Lagrange appartenant 
à l’ensemble F. On démontre que, en chaque point de F, on a 


(2) |\LO(z)| <1, 4=0,1,...,”, n=1,2,... 
et que, si le diamétre transfini de F est positif, la 


n 
suite {log VITO (z)]} tend dans le domaine D vers la fonction 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 15 
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de Green généralisée de ce domaine?) 
(3) lim log V{Z®(z)| = G(e). 
n->co 


1° Supposons que F possède la propriété V en un point 2, 
de F. Alors il suit de (2) que la suite {Z(z) : (1+ «)"} est uni- 
formément bornée dans un voisinage V de 2 donc dans ce 
voisinage on a 
(4) |L® (z)| <M(1+ £)”, pour n=1,2,... 
et d’après (3) G(z) <log(1+ e). Puisque G(z)>0 dans D donc 
lim G(z) =0 et par suite le point 4, est régulier. 


220 
2° Supposons maintenant que 2, soit un point régulier 


de F. Donc à chaque e > 0 on peut faire correspondre un cercle K: 
de centre Z tel qu’on ait 


(5) G(z) < log (1 + a dans D -K.. 
D’après la travail cité les polynomes extremaux (1) possè- 
dent la propriété suivante: 
La limite 


lim sup {max ViTo (z)|} 
n->co i 


est égale à 1 dans l’ensemble CD, complémentaire a D, et 
à e6@ dans le domaine D, donc elle est comprise d’après (5) 


entre 1 et 1 TS dans le cercle K,. Par conséquent la limite 


supérieure de la suite 
Van: (1 + s), où 7 peut dépendre de n, 

est dans le cercle K. plus petite que 1, donc la suite 

(6) LO (2): (2 ae A 


est bornée en chaque point de X,. 


n 
mie 9 
, i) = po 


®) Annales de la Soc. Polon. de Mathém. t. 12 (1934), p. 57—71, et 
t. 18 (1945), p. 1—11. 
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J'ai démontré ailleurs 1°) que si une suite des polynomes 
{P,(2)} est bornée en chaque point d’un continu issu d’un 
point 2, alors, quel petit que soit e>0, la suite {P,(2):(1+e)"} 
est uniformément bornée dans un voisinage de zo.. Il résulte 
de ce théorème appliqué à la suite (6) que la suite 


[r0 3 (1 + i 


est uniformément bornée dans un cercle K de centre 2, 

done il existe un nombre M tel que dans le cercle K 

(7) nee) <a (1+ e) ; pour n 2 Ot an 
Soit {P,(z)} une suite des polynomes uniformément bornée 

sur F. D’après la formule d’interpolation de Lagrange on 

a identiquement 


P,(2) = > Pan) LO (2) 
i=0 


done, si |P,(z)|<N sur F, on a d’après (7) 
|Pal2)| < (n +1) MN (1 qu 5) dans K 


et par suite 
Pale) _ (+1) MN(1+ 6/2)" 


+e Ge SET 


Le dernier membre de cette inégalité est borné donc l’en- 
semble F possède au point 2, la propriété V. 

Il reste à examiner le cas où le diamètre transfini de F 
est égale à zéro. Dans ce cas on à 


(3) lim Vo ZIE 
n—00 


en chaque point du domaine D1"). Je dis que dans ce cas Pen- 
semble F ne possède la propriété V en aucun de ses points. 


10) Math. Annalen, t. 108 (1933), p. 517—524. 
11) Annales de la Soc. Polon. de Mathéin. t. 12 (1934), p. 65. 
15* 
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En effet, d’après (2) la suite {L®(z)} est bornée sur F. Si F 
possedait la propriété V en un point 2, de F, Vinégalité (4) 
serait satisfaite dans un voisinage de 2, ce qui reste en contra- 
diction avec la formule (8). Le théorème est done démontré. 


4. Le critère précédent concèrne le problème de Dirichlet 
dans le plan. Soit maintenant F un ensemble des points dans 
l’espace à 3 dimensions. Désignons par |PP(| la distance du 
point variable P au point fixe PM, 

Je dirai que F possède en un point P, de F la propriété V 
si à chaque suite des fonctions harmoniques de la forme 


n 
1 

®,(P) = (n- > saa n = 1,2,... 

2 [PPP] the?) ? 


ou CO, désigne une constante, uniformément bornée supé- 
rieurement dans l’ensemble F et à chaque «>0 on peut faire 
correspondre un voisinage V du point P, tel que la suite 


Prlz) — ne = dlp Aeon 


soit uniformément bornée supérieurement dans V. 
Il est probable que le critère précédent reste vraie dans 
l’espace lorsque la propriété V y est entendue au sens dernier. 


SUR LES PRINCIPES GEOMETRIQUES DE LA THÉORIE 
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 


Par GEORGES BOULIGAND (Paris) 


1. Retenu à Paris les derniers jours de mai 1947 par mes 
cours, alors inachevés, je viens saluer la mémoire du Maître 
dont l’oeuvre a été décisive en plusieurs domaines, notamment 
en théorie du potentiel et dont l’esprit rigoureux n’était qu’une 
des marques de son haut idéal. Fort modeste, mon apport 
dira d’autant mieux mon désir d’être de ceux qui témoignent 
ici à STANISLAS ZAREMBA leur admiration, leur gralitude, 
leur affection. 

A la fin de 1923, comme je tentais d’étendre le principe 
de DIRICHLET, par exemple au cas où la frontiére offrirait 
un point irrégulier unique, HENRI LEBESGUE me donna 
une idée du chemin déja parcouru dans ce sens, et par HENRI 
POINCARE dans son mémoire sur le balayage, et aussi par 
ZAREMBA, grâce à un théorème dont l’énoncé me sembla des 
plus curieux: il évitait de mettre explicitement en cause les 
conditions à la frontière pour n’introduire, avec des intégrales 
triples étendues au domaine D lui-même, qu’une identité 
valable dans le champ des fonctions ayant leur gradient de 
carré sommable dans D et détenant l’harmonicité dans D. 
Ce théorème qui datait de 1909 (Sur le principe du minimum, 
Bulletin de l’Académie des Sciences de Cracovie), prit sa pléni- 
tude dans le mémoire fondamental publié par ZAREMBA 
en 1927 (Journ. de Math. p. et appl., 9-e série, t. VI, p.127—163), 
car l’idée qui l’inspirait conduisait, de la manière la plus natu- 
relle, à une forme d’énoncé englobant les principes de DIRICHLET 
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et .de NEUMANN!). Ce mémoire avait été précédé par une 
communication de son illustre Auteur dans les Comptes Rendus 
de l’Académie des Sciences de Paris, datée du 10 mai 1926 
(t. 182, p. 1129) 2). 

De tels progrès se comptent. Et pourtant, malgré des culmi- 
nations de ce genre, l’oeuvre de ZAREMBA en impose dans 
toutes ses parties. Cette constance s’explique en partie par le 
souci de reprendre toutes les questions à leurs principes. Et par 
la, ZAREMBA se montre a tous très accessible; très stimulant 
aussi, car on lit entre ses lignes la possibilité de travailler ùti- 
lement, en approfondissant tel ou tel secteur bien localisé des 
théories classiques. 

Voila la pensée qui m’a décidé a écrire ce qui suit. 


2. De méme que ZAREMBA a renouvelé bien des recherches 
de théorie du potentiel en substituant à la notion classique 
du laplacien, somme de dérivées secondes, la notion de certains 
laplaciens généralisés*), de même on peut reconsidérer, à partir - 
de ses principes géométriques, la théorie des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. Dans les exposés tradi- 
tionnels relatifs à l’équation 


{(x,Y,%,p,d)=0, 


on associe a chaque point d’une surface intégrale le plan tangent 
en ce point, de manière à voir en cette surface un lieu d’éléments 
de contact annulant f. En réalité, pour prévoir l’absence possible 
de plans tangents en certains points de la surface qui sera 
dite intégrale, il vaut mieux introduire en chaque point de 
cette surface son contingent et son paratingent. Supposons 
d’abord que le céne des éléments de contact attachés a un 
point donné soit un cône convexe I. 


1) Voir dans le méme recueil un autre important résultat donné, comme 
conséquence du précédent, par M. Otton Nikodym (t. XII, 1933, p.95—108). 

2) Voir aussi la communication qui fait suite 4 celle de Stanislas Za- 
remba. 

3) S. Zaremba. Contribution à la théorie d’une équation fonctionnelle 
de la Physique, Rendiconti di Palermo, t. 19,. 1905, p. 140—150. 


PRINCIPES GÉOMÉTRIQUES 231 


Une surface S sera dite une intégrale contingente de f=0, 
si en chacun de ses points, le contingent de © est formé de 
rayons non intérieurs a J’ et dont l’un au moins est sur la sur- 
face de ce cône. Au sujet de l’intégrale contingente, je rappellerai 
seulement ces résultats: 


1° Considérons un ensemble ponctuel E du plan x0y, et 
mesurant la longueur d’un arc dans ce plan par une intégrale 
de la forme l 


J 9(0,; de, dy) 


ou la fonction y, positive est positivement homogène et du 
premier degré en dx, dy, telle en outre que le demi-còne. 


C= p(x,y; È,n) 


soit convexe et compris entre deux demi-cònes de révolution 
¢=xV@+7?, si l’on désigne par 6(x,y) la plus courte-distance 
(au sens de la longueur irréversible selon y) comptée depuis 
l’ensemble E jusqu’au point (x,y), jai montré que la surface 
z= d(æ,y) est une intégrale contingente de l’équation de HAMIL- 
TON-JACOBI dont le cône élémentaire [ au point x,y,z est 
précisément le cône ci-dessus). 

20 Dans une étude concernant les courbes dont les demi- 
tangentes, en un de leurs points sont intérieures (au sens large) 
à un cône convexe 7 (M) préalablement donné en ce point, 
de manière que les divers T'(M) constituent un champ continu 
de cône, M. ANDRE MARCHAUD a déterminé les frontières 
des régions offertes à de telles courbes issues d’un ensemble. 
ponctuel donné; il a montré qu’une telle frontière s’ofire comme 
intégrale contingente d’une équation aux dérivées partielles 
dont le cône élémentaire en tout point M est T'( M) 5). 

La notion de l’intégrale contingente, qui appellerait certains 
théorèmes de détermination univoque, est un premier exemple 


4) Bouligand G., Essai sur l’unité des méthodes directes (Mémoires 
de la Société royale des Sciences de Liège 1933, 3° série, t. XIX. Voir les 
n°* 49 à 51). 

5) A. Marchaud, Sur les champs continus de demi-cônes convexes et 
leurs intégrales. Compositia mathematica, vol. 3, 1936, p. 89—127. Voir les 
n% 27 et ss. 
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des extensions naturelles de la notion d’intégrale d’une équation 
aux dérivées partielles 6), obtenues à partir d’une revision des 
principes géométriques de la théorie. 


3. Mais on peut, s’orientant dans une autre voie, définir 
des intégrales paratingentes. Ce nom sera donné à une surface 
dont le paratingent en chaque point est réduit à un plan, ce 
plan devant être tangent au cône élémentaire T(M) de l’équa- 
tion f=0 considérée. De cette définition, il ressort qu’une 
intégrale paratingente est un lambeau d’une intégrale au 
-sens de la théorie de CAUCHY: prenons sur une telle surface 
un point non situé sur une aréte de rebroussement, alors l’en- 
semble des points de cette surface susceptibles d’être joints 
au précédent, en restant sur la surface, et sans avoir à franchir 
une des arêtes de rebroussement nous fournit la notion d’une 
intégrale paratingente. 

J'ai eu recours à cette notion pour étudier ce que deviennent 
les intégrales d’une équation aux dérivées partielles dépendant 
d’un paramètre, quand le cône élémentaire, pour une valeur 
de ce paramètre (nous supposerons de nouveau ce cône convexe) 
tend en chaque point à venir s'appliquer sur un plan Z7(M)?). 
Supposons que la répartition de ces plans donne naissance 
à une équation intégrable aux différentielles totales. J’ai montré 
qu’alors les intégrales paratingentes sont de largeur infini- 
ment petite. Quant aux intégrales au sens de CAUCHY, j’ai pu 
prouver qu’elles vont présenter des arétes de rebroussement 
de plus en plus nombreuses et se resserrant sur la surface, 
mais cela, en particularisant le probléme. Posons, nous le 
probléme de CAUCHY pour une courbe L tangente en chaque 
point M au plan J7(M) et supposons qu'il y ait un groupe 


6) L’hypothèse de convexité du cône élémentaire joue ici un rôle 
essentiel. 

7) G. Bouligand, Sur les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre infiniment voisines d'une équation non intégrable aux différentielles 
totales, Journ. de Math. p. et appl. 9° série, t. XVI, 1937, p. 251—266 
Remarquer à cette occasion que la forme réduite adoptée au n° 3 de ce 
travail et qui joue un rôle privilégié dans toute la suite ne représente qu’un 
cas particulier. Cela, au méme titre que les équations différentielles 
dy —{(x,y)dx=0 où f vérifie une condition de Lipschitz par rapport au 
cas où f est, sans plus, en dépendance continue du point (x,y). 
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continu à un paramètre conservant à la fois la courbe L et 
la famille de nos équations aux dérivées partielles. On se ra- 
mène alors immédiatement au problème de CAUCHY pour une 
équation différentielle ordinaire ce qui rend la démonstration 
très immédiate. 


4. Le problème limite qui précède vient de montrer l’in- 
térét que présente la notion d’intégrale paratingente. En 
étudiant des exemples tels que 


p=yly) P= ely); 


on y est une fonction continue sans dérivée, on comprend 
que l’absence de certaines dérivées partielles pour la fonction f 
au premier membre de /(z,y,2,p,q)=90 doit conduire, si non 
à la disparition, du moins 4 la raréfaction des intégrales para- 
tingentes 8). 

Mais à côté de ces divers résultats, antérieurement publiés, 
il y a lieu d’insister sur un point essentiel: il consiste en une 
relation qu’on peut établir entre les intégrales au sens de CAUCHY 
de f=0 et les intégrales paratingentes d’une autre équation, 
dans l’espace à quatre dimensions. Cette relation s'établit 
par voie de projection sur la variété u=0, c’est-à-dire sur 
l’espace Oxyz, parallèlement à l’axe Ou, dans l’hyperespace 
0ry2u; cela dans des conditions que nous allons maintenant 
préciser. 


5. Il est naturel de confronter l'équation f—0 avec un 
système 


(S) p —A(x,y,,u) 4 = Bx, y,2,u) 
qui s’en déduit en passant de la courbe C,,, définie dans le 
plan p,q par 

Ha, y,2,P,q) = 0 


et dépendant des trois paramètres x, Yz à sa représentation 
paramétrique ci-dessus. Or l’intégration du système (S) équi- 


8) G. Bouligand, Note XII du Précis d’Analyse de Lainé, tome II 
3° et 4° édition. 
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vaut à la recherche, dans l’hyperespace Oxyzu, d’une hyper- 
surface 


(h) u = U2, Y, 2) 
vérifiant l’équation linéaire 


du 
(2) Aula toe (BA, — ABu) x + 


Ay ip, ssi 


où les indices symbolisent des dérivations partielles accomplies 
sur les fonctions qu’ils accompagnent; puis, cette hypersurface 
ayant été obtenue a la recherche de surfaces o situces sur elle, 
ou encore de surfaces w qui sont les projections des o sur u= 0 
et qui satisfont à l’équation aux différentielles totales (ainsi 
rendue intégrable): 


(6) dz—A[x,y,2,u(x,y,2)|dx + Bla, y,2, u(x, y,2)] dy. 


En vertu de (4), on fait ainsi apparaître une famille de 
surfaces à un paramètre; ce sont des o particulières dont les 
projections œ sur u=0 sont des intégrales de f=0. 

Comme on le voit, nous n’avons pas recherché ici (ce qui 
serait malaisé) la généralité maxima. Nous avons admis 
que A, B ont des dérivées premières continues par rapport 
aux quatre variables x,y,z,u. Pour bien délimiter les pré- 
misses, convenons que la donnée initiale est celle du système (S) 
et restreignons-nous a une étude locale autour d’un système 
de valeurs <0Yo%o%, pour lequel les dérivées A, et Bu ne 
soient pas simultanément nulles. On peut alors passer de (S) 
à une équation f=0. Soit par exemple A,+0. Alors f=0 
s’écrit 

q = B[x,y,2, U(x,y,2,p)] 


U ayant des dérivées premières par rapport à x,Y,2,p, ce qui 
permet d’envisager le système des caracteristiques de f= 0. 


6. Mais avant toute considération de ce genre, plusieurs 
remarques s'imposent. Supposons qu’on parte d’une surface w 
qui soit une intégrale quelconque de f=0. Alors, en chaque 
point de w, les deux équations de (S) ont une solution commune 
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en u. De w, on déduit done une surface o de Vhyperesnace Oxvzu 
par Jaquelle il va passer en général une intégrale bien déter- 
minée de l’équation (2) du n° 5, par exemple hypersurface (h). 

Il convient de se représenter que cette hypersurface est 
engendrée par les courbes intégrales du système différentiel 


da dy | dz fn du 
Bu —A, AB,—BA, Ayg—Bx+ BA; AF, 


et qu’à ce titre, rien ne s’oppose à ce qu'elle ait des hyper- 
plans tangents parallèles à l’axe des u. Le lieu des points de 
l’hypersurface (h) où se présente cette circonstance est une 
variété à deux dimensions, soit (w). L’une des surfaces o qui 
sillonnent (h) pourra couper (w) suivant une courbe y: la pro- 
jection @ de cette o présentera dès lors en général une aréte 
de rebroussement, qui est elle-méme la projection de y (tou- 
jours sur u=0). 


7. Considérons le problème de Caucuy relatif a l’équa- 
tion f=0 et à une courbe C et une surface © apportant une 
solution de ce problème. Cette surface w est la projection 
sur u = 0 d’une surface o qui est la solution d’un autre problème 
de CAUCHY relatif au système (S) et à une courbe I° projetée 
sur u=0 suivant C et le long de laquelle u se détermine, une 
fois p,q calculés par le processus classique, en utilisant le 
système (S). Lorsque l’on a trouvé J, on peut à volonté s’en 
servir pour retrouver la surface œw: à cette fin, on passera par 
l’intermédiaire de l’hypersurface (k) qui est une intégrale de 
l’équation linéaire (A) et qui contient J; il y a sur cette hyper- 
surface une surface o qui va contenir aussi I" et sera projetée 
suivant @. - 

Cela fait comprendre le mécanisme des cas d’indétermi- 
nation. Dans ce qui précéde, nous avons en effet exclu implici- 
tement le cas où I” serait une courbe caractéristique de Péqua- 
tion linéaire (4). Lorsque cette circonstance se produit, le 
système (S) fait spontanément correspondre à I (le long de 
laquelle x,y,2,u sont fonctions d’un certain paramètre) une 
courbe de l’espace x,y,z le long de laquelle, en vertu du sy- 
stéme (S), les cing quantités #,Y,2,p,9 sont elles-mêmes des 
fonctions du paramètre précédent. On voit ainsi s'introduire 
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tout naturellement les bandes d'elements de contact, que la 
théorie classique fait intervenir indépendamment du systéme (S) 
et qu’elle dénomme encore caractéristiques pour exprimer 
qu’elles se prêtent au raccord d’une infinité de surfaces inté- 
grales de f=0 9). 


8. Au point de vue didactique les considérations élémen- 
taires qui précédent forment, grâce à l’adjonction d’une qua- 
trième dimension, une introduction naturelle à l’étude d’une 
équation du premier ordre f(z,y,2,p,q)=0 par les méthodes 
ordinaires propres à l’espace à trois dimensions et inspirées 
par l’idée de dualité. D'ailleurs, dans des problèmes classiques 
comme la recherche d’une surface dont les normales rencontrent. 
une courbe assignée, c’est à un système (S) (et non à une équa- 
tion du type f=0) que l’on se trouve directement conduit. 

Au point de vue de la recherche, on aperçoit maintenant 
des questions intéressantes. Il suffira, dans l'application de 
la méthode signalée au n°5, de conditions supplémentaires 


®) On pourrait essayer d'appliquer ce qui précéde à l’étude du com- 
portement des solutions d’un système (S,) de la forme suivante 


p=y+eA(x,y,2,u) qg=eB(x,y,2,u) 


en supposant que e désigne un paramètre susceptible de tendre vers zéro 
(et aussi, de figurer dans A et B). L’équation (A) s'écrit alors 


du du 


Je Bugs + (BAu— ABu) 5 +24 Ay—Bx+4:B— B:4=0. 


Ses caractéristiques sont les courbes intégrales d’un champ vectoriel 
aux composantes 


Bal mih; AB pray 24 Ay— Bit AzB—BzA. 


Le vecteur du champ tend à devenir parallèle à l’axe des u quand € | 
tend vers zéro et on peut espécer rejoindre dans cette voie les recherches 
citées au 2° alinéa du n° 3; cela en particularisant (S:) de manière que, 
pour l'équation f:= 0 correspondante, le cône enveloppé par les plans 
des éléments de contact issus d’un méme point soit un céne convexe et 
supposant de plus que la courbe C ait été choisie de manière que la tangente 
en chacun de se points se trouve à l’extérieur du cône correspondant. 
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peu restrictives!°) pour être en mesure d’affirmer que (h) est 
une intégrale paratingente de (A) et que les surfaces s déduites 
de (4) par-l’entremise de l’équation (6) sont des intégrales 
paratingentes du système (S). La recherche des: dites con- 
ditions accomplie, on verrait se préciser la relation entre inté- 
grale de CAUCHY et intégrale paratingente, la premiere s’offrant 
dans l’espace Oxyz comme la projection d’une intégrale para- 
tingente de Vhyperespace Oryzu. 


9. Ce qui précéde suppose que Von ait étendu la notion 
d’intégrale paratingente à un système d’équations. Il suffit 
pour cela de suivre la voie la plus naturelle. Considérons un 
système de la forme 


conditionnant n fonctions inconnues %,2,...,2n de deux va- 
riables indépendantes x,y (ou de variables plus nombreuses) 
ainsi que leurs dérivées premières 


PirPay---3 Pa 
fis Yay +++ Qn- 


Dans l’espace (x, y,2,, #,...,2,) une intégrale paratingente 
est une variété 


= lE, Y), Zz = ZLY) -3 Mn = An, y) 


dont toute paratingente en chaque point est dans une variété 
linéaire 


10) La nécessité de telles conditions apparait lorsqu’ayant pris, dans 
un espace à n dimensions une famille F à n—1 paramètres de courbes, 
douées d’une paratingente unique en chaque point et telles que dans une 
région R, il passe une et une seule de ces courbes, et pris en outre une 
autre courbe L à paratingente unique, on se propose d’étudier l’ensemble 
formé par les courbes de F rencontrant L. Dans le cas n= 3, par exemple, 
on ne peut pas conclure des conditions venant d’être énoncées que cet 
ensemble soit constitué par une surface douée en chaque point d’un para- 
tingent plan. 
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Z= XF gY, Z= Pp: X F qY,- Zn=PnX+ qn Y 


astreinte en ce point à la condition, pour les coefficients des X, Y 
dans les seconds membres, d’annuler f,, fo, , fn"). 


10. Cette notion générale s’est montrée féconde en des 
recherches récentes d’un de mes éléves, M. GEORGES LLENSA, 
qui a étudié le système classique 


À > > > > > > 
(S) gradv - grad w= grad w - grad u = grad u - grad v = 0 


de la théorie des systèmes triples orthogonaux, en s’attachant 
à découvrir des propriétés de dérivabilité des surfaces u = const., 
v = const., w = const. définies par une de ses solutions (u,v,w). 
Comme l'élimination de deux des fonctions inconnues pré- 
suppose des propriétés de dérivabilité, il était naturel de com- 
mencer, à ce point de vue, par Pétude de solutions particulières 
conduisant a des systèmes triples, ou dans l’une des familles, 
le passage d’une des surfaces à une surface infiniment voisine 
peut interpréter comme une opération infinitésimale de 
parallélisme, mais en supplantant le parallélisme euclidien 
par le parallélisme au sens de LOBATCHEFSKY (schéma de 
POINCARÉ). 

Soient alors O (u) et R(u) le centre et le rayon d’une sphère 
S(«) fonction continue du paramètre u. Soit F, la famille des 
surfaces de niveau d’une intégrale paratingente quelconque 
de l’équation 


(MO — R?) grad?u = 1 


et soit F, toute famille F, déduite de trois fonctions w,v,w (de 
gradients +0) fournissant une intégrale paratingente du sy- 
steme (S). M. GEORGES LLENSA établit les deux théorèmes 
suivants 12). 


4) G. Bouligand, Sur quelques groupements de problèmes. La Revue 
Scientifique 82° année 1944, page 10, première colonne. 

12) G. Llensa, Sur les propriétés de dérivabilité relatives à certains 
systèmes triples orthogonaux, C. R. T. 220, 1945, p. 297. Voir aussi C. R. 
T. 222, 1946, p. 845. 
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Théorème I. Pour qu'une surface u = ug, disjointe de S(uo), 
appartienne à une famille F, (au sens indiqué ci-dessus), il faut 
et il suffit quelle soit à courbure bornee. 


Théorème II. Pour qu'une surface u = Ug, disjointe de S(ug), 
appartienne à une famille F,, il faut et il suffit que sa représen- 
tation explicite possède des dérivées secondes continues. 


Et M. LLENSA montre encore (voir sa seconde note citée) 
que le résultat obtenu pour u = ùg, lequel se transmet aux 
surfaces voisines de la même famille, ne doit faire préjuger 
en rien de ce qui se passe pour les deux autres. 


On voit ici se manifester, grâce à la continuité des gradients 
de u,v,w (réclamée par la propriété spécifique d’intégrale para- 
tingente qui particularise toute famille 7,) des propriétés d’hyper- 
dérivabilité du système S (c’est-à-dire impliquant l'existence 
de dérivées d’un ordre supérieur à celui des dérivées présentes 
dans S). Dans le théorème I, qui généralise une remarque 
très immédiate relative à l'équation familière p?+ g? = 118), il ne 
serait pas nécessaire d'introduire une intégrale paratingente, 
mais seulement une intégrale uniforme. Cette substitution 
n’est plus possible dans l’énoncé du théorème II, comme l’a 
signalé M. G. LLENSA en soutenant sa Thèse à Paris le 
21 juin 1947. Et en effet, il existe des solutions uniformes de (S) 
qui correspondent par exemple à des surfaces de révolution 
parallèles entre elles, au sens euclidien, mais qui tout en étant 
à courbure bornée, n’ont pas partout de courbure principales 
définies. 


11. Je suis au ferme de l’exposé que je me proposais de 
donner ici, exposé qui vaut surtout par les compléments que 
d’autres ont su ajouter à mes propres idées. Mais j’ai l'impression 
que l'esprit animant ses différentes parties se distingue par 


13) G. Bouligand, Bull. Scienc. Math. 2° série, t. 60, 1936, 
p. 211—213. 
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une tendance à mettre au premier plan l'Analyse géométrique 1) 
celle qui dépasse les préoccupations du continu purement nu- 
mérique, en étudiant de la manière la plus générale possible 
les limites des suites de figures. Et STANISLAS ZAREMBA 
` est certainement l’un de ceux dont l’oeuvre à canalisé 
dans cette voie une partie importante de l’activité mathé- 
matique. 


14) Ce livre est celui que j’ai choisi pour un nouveau livre destiné 
à synthétiser trois de mes ouvrages antérieurs: Leçons de Géométrie Vecto- 
rielle, Premières notions sur la Théorie générale des groupes, Introduction 
à la géométrie infinitésimale directe. 


REMARQUES SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES 
POSSEDANT UNE INVOLUTION CYCLIQUE PRIVEE 
DE POINTS UNIS 


Par LUCIEN GODEAUX (Liège) 


A diverses reprises, nous avons étudié les involutions n'ayant 
qu’un nombre fini de points unis appartenant à une surface 
algébrique). En particulier, nous avons considéré les invo- 
lutions privées de points unis, ce qui nous à permis de construire 
une surface de genres Pa = Pg= 0, P.=2, P= 4?). Dans cette 
note, nous nous proposons de reprendre l’étude des involu- 
tions cycliques d’ordre p, privées de points unis, appartenant 
à une surface algébrique possédant co! courbes canoniques 
effectives au moins et dont les systèmes pluricanoniques ne 
sont pas composés au moyen d’un faisceau. Nous établissons 
notamment que le système canonique d’une telle surface con- 
tient p systèmes linéaires appartenant à Vinvolution, que la 
surface support de celle-ci soit régulière ou non. Nous comple- 
tons en outre, sur divers points, les résultats que nous avons 
obtenus antérieurement, dans les notes citées. 


1. Commençons par rappeler une propriété des courbes 
algébriques de genre supérieur à l’unité, contenant une invo- 
lution cyclique d’ordre premier, privée de points unis. 


1) Voir par exemple notre exposé: Les involutions cycliques appar- 
tenant à une surface algébrique (Paris. Hermann, 1935). 

2) Sur une surface algébrique de genres zéro et de bigenre deux (Rend. 
Accad. dei Lincei, 2° sem. 1931); Sur les surfaces algébriques de genres 
arithmétique et géométrique zéro, dont le genre linéaire est égal à deux (Bull. 
Acad. de Belgique, 1932); Sur les involutions cycliques dépourvues de points 
unis appartenant à une surface algébrique régulière (Idem., 1932). 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 16 
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Soit C une courbe algébrique de genre x>1, contenant 
une involution cyclique Ip, d’ordre premier p, privée de points 
unis. Désignons par 7 la transformation birationnelle de C 
en soi, génératrice de Ip, et par C’ une courbe image de cette 
involution. Si z’ est le genre de C’, on a, par la formule de 
ZEUTHEN, 

pio) =a li. 


La série canonique | E| de C est transformée en elle-même 
par T et contient un certain nombre y de séries linéaires par- 
tielles appartenant à Ip. Désignons par |K,|, |H,|,..., | H,| ces 
séries partielles. L’une d’elles, par exemple la première | K,|, 
est, d’après l’interprétation géométrique de la formule de 
ZEUTHEN donnée par M. CASTELNUOVO, la transformée de 
la série canonique de C’, de dimension x — 1. 

Les séries |K,|,|Æ;,|,...,|ÆX,| ont pour homologues, sur C”, 
des séries d’ordre 27'— 2, qui sont nécessairement des séries 
paracanoniques de C’, de dimensions z’— 2. 

La transformation T agit sur les groupes de | K| comme 
une homographie sur les points d’un espace linéaire à a—1 
dimensions et par conséquent on a 


mw’ —1-+ (y—1)(nz’— 2) +r= 7x. 


En utilisant la formule de ZEUTHEN, on en déduit »=p. 


Done, la série canonique | K| de C contient p séries linéaires 
partielles appartenant à l’involution Ip, l’une de dimension x’—1, 
les p—1 autres de dimension x'— 2. 


2. Soit F une surface algébrique régulière, de genre arithmé- 
tique pa>1, contenant une involution cyclique Ip, d’ordre 
premier p, privée de points unis. Désignons par T la transfor- 
mation birationnelle de F en soi, génératrice de l’involution Ip. 
Nous désignerons par ® une surface image de l’involution:. Tp 
et par pa son genre arithmétique. 


Nous ferons les hypothèses suivantes: 
1) Le genre arithmétique p, de ® est supérieur à zéro; 


2) Les systèmes pluricanoniques de F ne sont pas composés 
au moyen d’un faisceau. 
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La surface ® est, comme la surface F, régulière et entre 
les genres arithmétiques pa de F et pa de ®, on à la relation) 


(1) Pat 1= p(pa + 1). 

Il en résulte que, p étant supérieur à l’unité, on a pa> pa. 

Le système canonique | C| de F est transformé en lui-même 
par T. Il ne peut cependant appartenir à l’involution Ip, car 
alors il lui correspondrait sur Ø le système canonique de cette 
surface et on aurait p2= pa, ce qui est impossible. 

Il en résulte que le système | C| contient un certain nombre v 
de systèmes linéaires partiels 


[Cl | Csh- |0]; 


appartenant à l’involution I,. A ces systèmes correspondent 
sur ® des systèmes linéaires complets 


[Til Tl- Tl, 


dont l’un, par exemple |/7}|, est le système canonique de ® 
d’après un théorème classique d’ENRIQUES. 

Soient 71,72... 7» les dimensions des systèmes précédents. 
T opère sur les courbes de | O| comme une homographie sur les 
points d’un espace linéaire à pa—l dimensions, donc on a 


(2) Ti + ret... ++ v= Pa. 

On a d’ailleurs, puisque || est le système canonique de ©, 
Ta = Pa — 1. 

Désignons par x le genre linéaire de la surface F, par 7° 
celui de la surface Ø. Les courbes C, sont donc de genre x et 
les courbes J, de genre x’. Entre une courbe 1° et la courbe C, 
homologue, on a une correspondance (1,p) privée de points 
unis, donc, d’après la formule de ZEUTHEN, 


(3) a—-1=p(a'—1). 


La même formule s’applique également à la correspondance 
entre une courbe /4,/3,..., ou I et la courbe Cp, C,,..., ou Cp 
homologue, par conséquent les courbes J,,/;,...,J% sont de 
genre z’. 


3) Recherches sur les involutions douées d’un nombre fini de points de 
coincidence appartenant à une surface algébrique (Bull. Soc. Math. de France, 
1919); Les involutions... (loc. cit.). 
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8. L’adjoint |C’| à |O], c’est-à-dire le système bicanonique 
de F, est transformé en lui-même par T. D’autre part, comme F 
est régulière, il découpe sur une courbe C la série canonique 
complète de celle-ci. Si cette courbe est transformée en elle- 
même par T, c’est-à-dire est une courbe C,,C,,... ou O,, la 
série canonique de cette courbe contient p séries linéaires 
partielles dont les groupes sont transformés en eux-mêmes 
par T. 

Soit G un de ces groupes. La dimension du système |C’| 
étant égale à p,;+x— 1, il passe certainement des courbes C’ 
par G et ces courbes sont transformées les unes dans les autres 
par T. Il en résulte qu’il existe au moins une courbe C’, trans- 
formée en elle-même par T, passant par le groupe G. Par con- 
séquent, | C’| contient p systèmes linéaires partiels appartenant 
a Vinvolution I, et découpant, sur chacune des courbes 
C,,C,,...,0, les p séries linéaires appartenant à J). 

A ces p systèmes linéaires correspondent sur ® des sy- 
stèmes linéaires complets parmi lesquels se trouvent les 
adjoints [Z{|,|12|,...,|1,| aux systèmes |I4], |Iy],..., |T]. 

Puisque la surface © est régulière, l’adjoint Ii] au sy- 
stème |T| découpe, sur une courbe J), la série canonique com- 
plète, de dimension zx'—1. Si r est la dimension de |I7|, la di- 
mension du système canonique de ® est donc r—x'=pa—1, 
done |IT| a la dimension pa + x — 1. 

Sur une courbe 7°, le système | 71] découpe une série linéaire 
d’ordre 2x'—2, paracanonique. Cette série est complète, car 
autrement, il existerait sur la courbe C,, homologue, des groupes 
canoniques appartenant à J, et non situés sur des courbes C” 
transformées en elles-mémes par 7°. Il en résulte que cette 
série a la dimension z'—2 et que le système |T{—I2| a la 
dimensien pa. Il en est de même des systèmes 


(Ti — Da} | TL | Ti — T]. 
Observons maintenant que les systèmes 
|T — Da) |T — 3... | — T] 
coincident, dans un certain ordre, avec les systèmes 


PAM nie 
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On a done 
ti = fin — 1, Pa = T3 = ie ae 
Les relations (1) et (2) donnent 


(pa + 1) —1= Pa = p(pa + 1) —1, 
d'où v= p. 


On voit donc que: 


Si une surface régulière F de genre arithmétique pa>1 et 
dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés au moyen 
d’un faisceau, contient une involution cyclique d'ordre premier p, 
privée de points unis et dont l’image est une surface ® de genre 
arithmétique pa > 0, le système canonique | C| de F contient p sy- 
stemes linéaires partiels appartenant à Vinvolution; l’un a la 
dimension pa — 1 et est le transformé du système canonique de ®©, 
les autres ont la dimension pz. i 


4. Supposons maintenant que la surface @ ait le genre 

arithmétique pz= 0. On a alors 
Pa=p—l. 

Le raisonnement précédent n’est plus applicable sans modi 
fication, le système canonique de © n’existant pas et aucun 
des systèmes |F; |; |72],..-,17,] ne coincidant done avec le système 
canonique de ©. 

On prouve encore, comme plus haut, que l’adjoint | C’| à | C| 
contient p systèmes linéaires appartenant à l’involution Ip et 
auxquels correspondent sur ® des systèmes linéaires complets 
parmi lesquels se trouvent les adjoints 


A A AS Re 


Le système canonique |T{—T1| n’existant pas, |1| a la di- 
mension z’—1 et il en est de même des systèmes [Z2|,.…., | I> |. 

Le système | Z{| découpe, sur une courbe I), une série para- 
canonique complète, de dimension z’—2 et par conséquent, 
il existe une courbe 75—72. De même, il existe une courbe 
Ti—I3,..., une courbe. J1-—-1,, une courbe /2— T3, une courbe 
I:—I3,..., une courbe 1,— Tp. Ces différentes courbes coinci- 
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dent nécessairement avec les courbes 71,72;..., Tp, qui sont 
isolées (chaque courbe étant obtenue plusieurs fois). On a 


= A= == 0 
et la formule (2) donne 
i v=Pa=p— l1. 


Si une surface algébrique régulière F, de genre arithmétique 
Pa>1 et dont les. systèmes pluricanoniques ne sont pas composés 
au moyen d’un faisceau, contient une involution cyclique d ordre 
premier p, privée de points unis et de genre arithmétique pa=0, 
le système canonique |C| de F contient p—1 courbes isolées, 
appartenant à Vinvolution. On a Pa= p — 1. 


5. Nous allons maintenant construire le système bicano- 
nique de ®. 
Le système canonique |C| de F, de dimension 


Pa—1=p—2>0, 
contient p—1 courbes isolées 
CT Cay eres Opts 


transformées en elles-mémes par 7. On peut choisir une racine 
primitive e d’ordre p de l’unité, de manière à attacher à ces 
courbes respectivement les racines 


Se il 6 000 9 73, 


Le système bicanonique | C’|=|2C| de F contient p systèmes 
linéaires partiels appartenant à I, et qui contiennent respecti- 
vement les courbes 


201, Cit 02, Cit Co. , 014 Cpa, C2+ Cyr, 
auxquelles sont respectivement attachées les racines 
Sail 6, homo, A. 
A ces systèmes correspondent sur ® les systèmes 
(4) 1211]: |Li+Le|,.--,|Li+Lp-1|, |12+ Tpl- 
Parmi ces systèmes se trouvent les p —1 systèmes 
PERLE SI VAS 
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Le système |J'{—J;| n’existant pas, |] ne peut coincider 
avec un des p—1 premiers systèmes (4) et on a | 
[Ti |= |I? + To. 


Observons que les systémes (4) peuvent s’écrire, dans un 
autre ordre, 


| + 72], 1272] |T2+ Ta], |T2 + Tosh |Ts +p- 
On en déduit 
|T] = |T + Tpl 
et par conséquent 
= TS + Ipa] = | Ts + 27g- 


Or, les courbes 27,-1 et Ti +Tp-s appartiennent au même 
système linéaire et on a done 


(ri | =|, +I + Tpl- 
Par conséquent, 
|a i= sF Ips]: 


Le système bicanonique de ® correspond donc à la racine 
eP— et par conséquent, si nous posons 


p = 22 +1, 
il comprend les courbes 
Ti+ Tp, To + Tp, 13 + ps, Ta + Tin. 


Le bigenre de ® est d’ailleurs Pg =z’. 


Observons que les À courbes précédentes sont linéairement 
indépendantes et que par suite on a x'> 1, c’est-à-dire 


p <2n'+ 1. 
6. Supposons maintenant que la surface F ait l’irrégularité 
l= Pg — Pa> 0 
et la surface ®, l'irrégularité 


Q = Pg— Pa S4- 
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Nous supposerons py>1, py >Pa>0 et que les systèmês 
pluricanoniques de F ne sont pas composés au moyen d’un 
faisceau. 

La relation (1) liant les genres arithmétiques de F, ® est 
toujours valable et par conséquent on a Ppa < Pa, done Pg > Pg- 

Soient encore | C;|,|C.|,...,|C.| les systèmes compris dans 
le système canonique |C| de F, appartenant à l’involution J, 
et |T|, |I’2|,---, |Z] les systèmes correspondant sur ®. La re- 
lation (2) s’écrit maintenant 


(5) 11+ at... + Ty + Y= D. 


Le système |/,| sera, par hypothèse, le système canonique 
de ©, de dimension py— 1. 

Sur ©, l’adjoint | Z| è | 71] découpe sur une courbe J}, d’après 
le théorème de PICARD, une série de défaut g’ appartenant 
à la série canonique, c’est-à-dire une série de dimension 
a'—q'—1. Il en résulte que |/7| a la dimension 


Pa —1+n—-q =Pa + w — 1. 


Il en est de même, pour la même raison, des systèmes 
|Iz l- |T»], respectivement adjoints à |/%|,..., | T>]. 

Sur une courbe I4, les courbes 7z découpent des groupes 
de 27'—2 points appartenant à une série paracanonique; la 
dimension de cette série est donc au plus égale à x'—2. Nous 
supposerons qu’elle a la dimension z’— 2— 62. 

De même, nous désignerons par a'—2—- ôs, ..., m — 2 — ô, 
les dimensions des séries découpées sur une courbe / par les 
courbes J%3,..., 7. Ces séries appartiennent à des séries para- 
canoniques. 

Les courbes J;—J} forment un système linéaire de dimension 


Pat n'’—1— (x'—1— ò) = pa+ oo. 


De même, les systèmes |[Z3—Z1|,...,177—/1| ont les dimen- 
À 20 


sions pa+ ôs,- Pat Ov. 
Appliquons la relation (5); on a 


Pa —1+ (v — 1) pa + 62+ +... + ôs + 9 = Pg. 
On en déduit, en utilisant la relation (1), 


(6) ô2 + 03+... H8 = g — q' + (p —v)(pa + 1). 
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7. Aux systèmes |71|,|72|,..,!1,| correspondent sur F 
des systèmes linéaires appartenant à l’involution I, et com- 
pris dans le système |C’| adjoint à |C]. 

Le système | C’| découpe, sur une courbe €, d’après le théo- 
rème de PICARD, une série linéaire de dimension 7 —1—gq, 
appartenant à la série canonique. Les séries découpées sur 
une courbe C par les transformées des courbes Tj, I2,..., I, 
appartiennent à une série comprise dans la précédente. Cette 
série a la dimension 


a QU dl)(g de 0 Li 
On a donc 
geo ene ng) 
En tenant compte de (3), on en déduit 
dat ds +... +8,< (p—v)(x'—1) + g— 9". 
En rapprochant cette inégalité de la relation (6), on a 
(p—») (pa— 2'+ 2) <0. 
On peut donc affirmer que » =p sile genre linéaire z’ de ® est 
inférieur à Pa + 2. 


8. On peut, par une autre voie, montrer que l’on a tou- 
` jours v=p. 

Dans le système bicanonique |C’| de F, adjoint à |C], de 
dimension P,—1— p;+x—1, il existe un certain nombre u 
de systèmes linéaires partiels appartenant à l’involution Ip. 
Parmi ceux-ci se trouvent les transformés des systèmes 
(Til |Z2],...,|7|, de dimension pa+a'—1. 

Supposons en premier lieu «=v. En appliquant la théorie 
des homographies au système |C’|, on a 


v(pa+r—1) + r= pat 7, 


d’où 
v(pa+ x) = p(pa+ x) 
et v= p. 
Supposons maintenant u>»v et soient |Iyy1|,..., || les 
u—» systèmes de ® correspondant aux y— nouveaux systèmes. 
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Les systèmes |I — Til, |TV42—L,|,..., ]Tx— Ti] ne peuvent 
exister et ont done des dimensions 7,41,...,7, au plus égales 
à x'—2. En appliquant la théorie des homographies, on a actuel- 
lement 


v(pat m) + Tops + tut u—v=Da+%; 
d’où 
Toti t + Tu= (p— v) (Pat 2’) — (u—»)- 
Par conséquent, on a 
(p—») Dat (p—p)2'+ w—v <0. 
Cette inégalité entraîne l’égalité et on a 


PEER 
contrairement à l’hypothèse. 

On a donc toujours v= p et-par conséquent: 

Si une surface d’irrégularité q, de genre arithmétique pa >1, 
dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés au moyen 
d’un faisceau, contient une involution cyclique d’ordre premier p, 
privée de points unis, d’irrégularité q' et de genre arithmétique 
Pa>0, le système canonique de F contient p systèmes linéaires 
partiels appartenant à Vinvolution, dont l’un est le transformé 
du système canonique de la surface image de l’involution. 


En vertu de (6), on a 
62+ 63+... + Ôp= 4—1, 

c’est-à-dire que la somme des défauts découpés sur une courbe /1 
par les adjoints |11|,..,|1,| aux systèmes |Z1],...,|Zp| est 
égale à Pirrégularité de la surface F. 

En particulier, si g=gq', on a 

bo = 63 =... = 6,=0. 
Il est aisé de voir que si p;—0, on a »—p—1. 


Liége, le 26 août 1947. 


SUR LA COURBURE TOTALE DES COURBES 
FERMÉES 


Par KAROL BORSUK (Warszawa) 


1. Une fonction continue x(t), dont les arguments ¢ sont 
tous les nombres réels d’un intervalle a<t<b et les valeurs 


(1) a(t) = (a(t), wo(t),..., Un(t)) 


appartiennent à l’espace cartésien n-dimensionnel C,1), est 
dite parcours dans l’espace Cn. Soit Z(t), où @<#<6, un autre 
parcours dans Cn. Les parcours x(t) et z(t) sont dits équivalents, 
lorsqu'il existe deux fonctions réelles, continues et non décrois- 
santes p(t), p(t) définies dans l’intervalle 0<zt <1 et satis- 
faisant aux conditions: 


p(0)=a; g(1)=b; 9(0)=2; p(1)=b6, 
x[g(t)]=[@(7)} pour tout 0<%T<1. 


Il est clair que les ensembles des valeurs de deux parcours 
équivalents coincident. 

Deux parcours (dans C,):X=#æ(t) et A*=x*(t*) sont 
dits faiblement equivalents”), lorsqu’il existe une suite finie 


1) Par l’espace cartésien n-dimensionnel On nous entendons l’espace 
métrique dont les points sont tous les systèmes (#,,%9,...,%n) des nombres 
réels avec la métrique ọ définie par la formule: 


eL[(%, Va; eee Tn); (Yis Ya soje > Yn)] = VE (gi Yi)? =, 


2) Cette notion est en réalité superflue, car on peut montrer que deux 
parcours faiblement équivalents sont toujours équivalents et vice versa. 
Nous l’introduisons seulement pour éviter la démonstration, un peu com- 
pliquée, de la transitivité de. l’équivalence. 
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X,,X_,...,Xm de parcours (dans Cn) telle que X, coincide 
avec X, Xm avec X* et X, est équivalent avec X;:1 pour 
i = 1, 2,...,(m—1). 

L’ensemble des tous les parcours dans C, se décompose 
en classes disjointes des parcours faiblement équivalents. Ces 
classes sont dites courbes dans l’espace C,. Les ensembles des 
valeurs pour les parcours appartenant à la même courbe L 
sont évidemment les mêmes. Les valeurs de ces parcours sont 
dites points de la courbe L. 

Soit (1) un parcours d’une courbe L de l’espace C, et o 
un système de nombres to,t1,...;tx+1 tel que 


(2) E A E a Cl tr — 0: 


Il est bien connu, que la borne superieure des sommes 


k 
D olat), c(t41)); 
i=0 


pour tous les systèmes o satisfaisant a la condition (2), ne 
‘ dépend pas du choix du parcours de la courbe L. Cette borne 
est dite la longueur de L; elle sera désignée par |L]. 

Dans le cas où il existe un parcours (1) de Z pour lequel 
toutes les fonctions v(t), 7=1,2,...,n sont presque partout?) 
différentiables dans l’intervalle a<t<b, la longueur |Z! est 
finie et elle s’exprime par la formule 


b 
(3) |L] = f Vai(e + a+. + wa (t) dt). 


La courbe L sera dite régulière, lorsqu’il existe un par- 
cours (1) de L tel que toutes les fonctions x(t), i=1,2,...,% 
sont dans l’intervalle a <t <b partout différentiables d’une 
manière continue et le vecteur 


(4) i(t) = [xi (t), æo(t),… , &n(t)]5), 


3) presque partout — c. à d. sauf dans un ensemble de nombres réels 
de mesure (au sens de H. Lebesgue) nulle. 

4) Les intégrales sont entendus toujours au sens de H. Lebesgue. 

5) Un système de n nombres %,,%,..., En entre parenthèse () désigne 
le point de Cn avec les coordonnées %,%, …,%n, le même système entre pa- 
renthèse [] désigne le vecteur de l’espace Cn avec les coordonnées 
Dir Deemer 
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nommé vecteur tangent à la courbe L au point x(t), ne s’annule 
jamais. Dans ce cas l’intégrale 


t 
(5) s(t) = f Pair) + as (Tr) +... + (Tr) dr 


est une fonction du paramètre a <i <b avec la dérivée partout 
positive. En désignant par t(s) la fonction inverse à s(t) et 
en posant 


Z(s)=ax(t(s)) pour 0O<s<|LI, 


on obtient un autre parcours de la courbe régulière L. Ce par- 
cours est dit canonique. Pour un parcours canonique la longueur 
du vecteur tangent g(s) est partout égale à 1. 

Une courbe L avec le parcours (1) est dite fermée, lorsque 
æ(a) = æ(b). Dans le cas où la courbe L est régulière, en satis- 
faisant aux conditions 


(6) œ(a)=2(b); &(a)=&(b), 


nous disons que L est régulièrement fermee. 

Soit maintenant une courbe régulièrement fermée L. Admet- 
tons que son parcours (2) est canonique, ©. à d. t=s, a=0, 
b=|L| et qu’il existe presque partout dans l’intervalle a <t <b 
les secondes dérivées x;(s), pour +=1,2,...,n. La longueur 
du vecteur 


(7) 3(8)=[2%(s), 2(8),..., 24(5)] 


s’appelle la courbure de la courbe L dans le point x(s). Cette 
courbure est une fonction presque partout définie du para- 
mètre s; elle sera désignée par x(s). On a 


(8) = Va{?(s) +08?(8) +. + ar? (s). 


L'intégrale 
b 


(9) x(L)= f x(8)ds 


a 
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s’appelle la courbure totale de la courbure L. En 1929 M. W. FEN- 
CHEL) a démontré, dans le cas n=3, le suivant 


Théorème. La courbure totale dune courbe régulièrement 
fermée L surpasse 2x, sauf dans le cas où L est une courbe con- 
vexe”); dans ce dernier cas la courbure totale est égale à 2x. 

Le but de ce travail est de montrer, que ce théorème reste 
valable pour les courbes situées dans l’espace Cn, quel que 
soit:n= 2, 3, ... 


2. Lemme 1. Soîent ao, 41, , ax, G41 = 40, Ant = A des 
points de l’espace Cn satisfaisant à la condition a;=-ai41 pour 
4=0,1,...,4. En désignant par a; le vecteur Ta et par ai 
Vangle X lai, ai) entre les vecteurs a; et ai41 (dans le sens de la 
géométrie élémentaire, donc satisfaisant à l’inégalité 0< a; < x), 


k 
ona Va > 27. 
=) 


En se servant de la terminologie de la géométrie élémentaire, 
on peut nommer les nombres a0;01)..., ax les angles extérieurs 
de la ligne brisée, dont les’ sommets successifs sont ao, a1,..., ax. 
Or le lemme 1 se laisse aussi formuler comme il suit: 

La somme des angles extérieurs d’une ligne brisée fermée située 
dans l’espace Cn est toujours > 2x. 


Démonstration. Dans le cas où k=1, on à a=— 


k 
et a=a,=x. Il vient Ya;:=a,+ a,=27. Dans le cas où k=2, 
i=0 


les angles ag, a, a sont extérieurs pour le triangle aux sommets 
k 

lo; Ay, ds (qui peut être dégénéré) et par conséquent on a J a; =27. 
i=0 


Il ne reste done qu’à prouver le lemme dans le cas ou k =k > 2, 
en admettant qu’il est vrai pour tout k<k,. Nous distinguons 
deux cas: 


8) W. Fenchel, Uber Kriimmung und Windung geschlossener Raum- 
kurven, Math. Ann. 101 (1929), p. 238—252. 

7) c. à d. une courbe située sur un plan PCO, et telle que la partie 
commune de L avec chaque droite DCO, est soit connexe, soit contient 
deux points seulement. 
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110 Api = Appi = do- En posant ak—2 =e (Qr—25 ao), on a: 


OTE <= OFS d’où 
k k—3 


E3 
De DE ar— F nF ar > 2 da Op—2- 


k—3 


Mais la somme )J'a;+a,-2, étant la somme des angles 
i=0 


extérieurs de la ligne brisée aux sommets ao, 41,.. Saito 


est, conformément a nos hypothèses, > 27. Il en vient Sines 27. 
—0 


2° akı. En posant az: aa: ar—2= X (Qx-2; Ak—1); 
Ok-1= XK (04-15 00); Pro = X (Get, A1); Pr X (ar10) ON a: 
ari =fr + Bris 
ak— + Bro > Aka, 
Bx-1 + ap > aka. 
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d'où ay + api + ak > akı + azo et par conséquent: 


k k—3 
(10) Dai => aj + age + ak-1. 
i=0 i=0 
€ k—3 5 7 a 
Mais la somme Ya; + az-2-+ ax 1 constitue la somme des 
i=0 


angles extérieurs de la ligne brisée aux sommets do, a1,...,A%—1, 
ax = à donc, d’après nos hypothèses, elle est >2z. Il en ré- 


k 
sulte, selon (10), que J'a;> 2x, c. q. f. d. 
i=0 


3. Soit 6 un ensemble de vecteurs de l’espace Cn. L’en- 
semble 6 est dit positivement complet dans l’espace Cn, lorsque 
tout vecteur a de C, se laisse représenter sous la forme 


(11) a =À, : 01 + À A2 ++. + Âm Om, 


OÙ Ai ps eee» Am € 6 et Ay, 43, ee > Âm SOnt des nombres >0. Plus 
généralement, l’ensemble & est dit positivement complet dans un 
hyperplan 8) HCC,, lorsque tout vecteur de 6 est parallel 
à H et tout vecteur a situé dans H se laisse représenter sous 
la forme (11). Les vecteurs a,,.--, dm peuvent être choisis d’une 
manière indépendante de a. Ainsi par exemple, l’ensemble 
composé de 2n vecteurs mi, W2,.--,Wn, W-1,W_2,...,W—n, OÙ 


(12) mi=[ôf, 6,..., di]; w_;=— w; pour i=1,2,... In, 


où ô; désigne 0 pour ij et 1 pour i=j, est évidemment posi- 
tivement complet dans l’espace On. 


Lemme 2. Pour tout ensemble & de vecteurs positivement 
complet dans l’espace Cn il existe un nombre e>0 tel que tout 
ensemble &' qu’on obtient de & en faisant correspondre 
à tout vecteur ae& un vecteur a'e 6” tel, que la longueur |a—a'| 
de la difference a—a' est <e, est aussi positivement complet 
dans Cn. i 


Démonstration. L’ensemble 6 étant positivement complet 
dans C;, il existe dans 6 un système fini q,,a9,..., am de vecteurs 


8) Par un hyperplan m-dimensionnel de Cn on entend tout sous-en- 
semble de C, isométrique 4 l’espace Om. 
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tel que chacun des vecteurs mi, 101, W2; W_2,..., Wn, 10-n défini 
par la formule (12) est de la forme: 


(13) W= Gj,1°01 + G,2- 024 ..-+ dim Am; 
aj > 0 pour i=+1,+2,... 


On peut admettre que, quel que soit j =1,2,..., m, il existe 
un index è (dépendant de j) tel que a;; est positif, car dans 
le cas contraire le vecteur a; peut étre omis. Or les nombres 


(14) Bug = yy + Data.) 
v=1 
sont positifs pour tout i= +1, +2,...,+%; 7=1,2,..., M. 
Soit f le plus petit parmi les nombres f; j. En tenant compte 
des formules (13) et (14) et de la relation w;+w_;=0 pour 
i= + 1l, + 2,..., £n, nous avons 


0; = fia 014 piz: Go Ho + Pin: Am 5 Big >B>0 


pour tout i= +1, +2,..,+n; 7=1,2,...,m. 

Tout vecteur de l’espace C, étant de la forme (12), il existe 
parmi les vecteurs M; as ---; Am UN système composé de n vecteurs 
linéairement indépendants ?). Sans compromettre la généralité, 
on peut admettre que les vecteurs 1, do,..., An sont linéairement 
indépendants. On voit aisément qu’il existe alors un nombre 
n>90 tel, que pour tout système de vecteurs ai, a2;...,0, de 
l'espace Cn, satisfaisant aux inégalités |a;—ai|<7 pour 
VA,2; 10, ON) Bs 

1° les vecteurs ai, az,,-.,d, sont linéairement indépendants, 

2° tout vecteur de l’espace C, dont la longueur est <7 
est de Ja forme 

di + a» -024-... + an-@Gn Où la| <P pour v=1,2,..., n. 

Le nombre 7>0 fixé, on peut trouver un nombre positif 
e<n tel que les inégalités 

laj—-aj|<e pour tout j=1,2,...,m 

9) Les vecteurs wi, w2,... Wk sont appellés linéairement indépendants, 
lorsque la relation ¢jw1-+ co we +... + crtwz =: 0, où 61, ¢2,...,€% sont des noni- 
bres réels, implique ¢y=c.2=...=c,=0. 
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entraînent les inégalités 
|w:— (Ba: ai + Bia: 02+... + Bim: Om) |< 
pour î=+1,-2,..., +”. 


Il résulte de la définition du nombre y que la différence 
Ww; — (bni: Qi + Bi,2-02-+... + Bi, m * Am) 
se laisse représenter sous la forme 


aii: Qi aia +02 +. + din: Ans OÙ |aj;|<f 
pour îi=+1,+2,...,.+%; 7=1,2,...,”. 


Il en résulte 


wi = (ai + Bi1) - ait (ai2 + Biz) 02 +... + (ain + Bin) On + 
dl Bin+1* anti + p00 + Bim Ones 


où tous les coefficients sont positifs, pour i = +1,+2,...,+mn. 


En tenant compte du fait que l’ensemble contenant 
2n vecteurs 101,102; ..., Wn, W—1,W_2,..., W—n est positivement com- 
plet dans l’espace Cn, on en conclut que l’ensemble 6’ conte- 
nant les vecteurs aj, 42,...,dm est aussi positivement complet 
dans Cn. c. q. £f. d. 


Remarque. Il résulte de la démonstration précédente, 
que tout ensemble positivement complet dans Cn contient un sous- 
ensemble fini positivement complet dans Cn. 


4. Lemme 3. Soit ao, a1,..-, 0%) Ar = a0 un système de 
vecteurs tel que a +0 pour 1=0,1,...,k et que l’ensemble de ces 
vecteurs est positivement complet dans un hyperplan HCCn. 
En désignant par a; Vangle X (di, ai41) entre les vecteurs a; et iss 


k 
(dans le sens de la géométrie élémentaire), on a X ai> 2x. 
i=0 
Démonstration. L'ensemble des vecteurs ao, a1,..., a, étant 


positivement complet dans H, il existe des nombres non néga- 
tifs Ao, a1,...,4% tels que 


— (a0+a1+... + ax) = åo + ao + À: ait... + Ag+ ae. 
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En choisissant un point a, arbitrairement dans H, on peut 
trouver successivement les points a1,a2,...,0x+1€H de la ma- 
nière que 


gie (1 + Aj) ‘aq; pour C= loop [Pe 


Or, on a 
aa Ears k 
do Aki = D titiy = > (1+4) a7 — 0), 
i=0 i=0 


done ao= ax+1. Or les points ao, d1,..., Ak, da41 constituent un 
système de sommets successifs d’une ligne brisée fermée. Il 
est clair que ao,a1,...,a, sont des angles extérieurs pour cette 


k 
ligne brisée, donc, selon le lemme 1, on a X a> 27, c. q.f. d. 
i=0 


5. Soit æ(s) le parcours canonique d’une courbe L régu- 
liére. Le point 


a'(8) = (xi (8), £2(8);..., æn(s)) 


parcourt alors, pour 0<s<b=|Z| une courbe L’ située sur la 
sphère (n —1)-dimensionnel $,_; définie dans Cn par l’équation 


G+ w+... + a? —=1. 


Cette courbe fermée T soit dite courbe dérivée de la courbe L. 
Dans le cas où L est régulièrement fermée, la courbe dérivée L 
est fermée. En tenant compte des formules (8) et (9), on voit 
que la courbure totale x(L) d’une courbe Z régulièrement 
fermée est- égale à la longueur de sa dérivée L’. 


Les courbes dérivées sont caractérisées par le suivant 


Lemme 4. La condition nécessaire) et suffisante pour 
qu'une courbe fermée L'C Sn-1 soit la courbe dérivée pour une 
courbe LCC, régulièrement fermée est. que l’ensemble des vec- 

— 


teurs Op, où peL', soit positivement complet dans Vhyperplan H, 
déterminé") par 0 et l’ensemble des points de L’. 


10) Voir Pélya-Szegò, Aufgaben und Lehrsdtze 2, Berlin, Springer 

1925, p. 165 et 391, 13. 
11) Par Vhyperplan déterminé par un ensemble ACC, on entend 
l’hyperplan H dela plus petite dimension satisfaisant à l’inclusion AC HCOx. 
= 17* 
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Démonstration. Pour prouver que la condition est né- 
cessaire 12), admettons que L’ est donnée par la formule 


w'(8) = (21(8), £2(8),... ,@n(8)), 


où x(s)= (x(S), 12(8),...,%,(8)) est un parcours canonique d’une 
courbe L régulièrement fermée. Soit % la dimension de l’hyper- 
plan H, déterminé par 0 et L'. Comme on sait, le plus petit 
ensemble convexe KCO, contenant L' coincide avec l’ensemble 
des points de la forme 


(15) ai- Py + 02° Pa F- + Am° Pm, 


OÙ Pis Posey Dm EL! et 0,09,...,0m SONT des nombres non néga- 
tifs dont la somme est égale à 1. Nous allons prouver que K 
contient un entourage V du point 0 dans l’hyperplan Ho. L’en- 
semble K étant convexe, il suffit de démontrer que pour tout 
hyperplan (%—1)-dimensionnel H tel que 0eHCH, Ven- 
‘semble L’—H n’est pas connexe. Un tel hyperplan H coincide 
évidemment avec la partie commune de H, et d’un hyperplan 
(n—1)-dimensionnel H'C O, passant par 0. Soit w le vecteur 
de longueur 1 perpendiculaire sur H’. La courbe L étant fermée, 
on a 

|Z’) 
(16) [o'(s)-wds = 0. 

0 


Mais L’ n’est pas contenu dans H’ (car H, est Vhyperplan 
déterminé par 0 et L’), donc x’(s)-w n’est pas identiquement 
égale à 0. Or, on conclut de (16) qu’il existe dans l’intervalle _ 
0<s<|Z| deux nombres s, et s, tels que æ'(s,)-w >0 et 
æ'(8)-w<0. Or, H’ coupe Cn entre 2'(s,) et 2'(82). 

Nous avons ainsi prouvé, que l’ensemble X contient un 
entourage V de 0 dans H,. Soit maintenant a un vecteur situé 
dans H,. Or, pour Z>0 suffisamment petit, extrémité du 
vecteur 2-a (ayant 0 comme point initial) appartient à V, 
done elle se laisse représenter sous la; forme (15). Or, en po- 


- 
sant a; = 0p; on a: 


12) Cette partie de la démonstration ne diffère pas de la démonstration 
donnée par M. W. Fenchel, l. c. p. 239. 
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a. 
a= Fat Ge. + Om; 


Ea 5 Fai 
où n >0 pour i= 1,2,...,m. Or, l’ensemble des vecteurs 0p, 


où peL’, est positivement complet dans Ho, c. à d. le nécessité 
de la condition est prouvée. 


Pour démontrer que la condition est suffisante, admettons 
que l’ensemble L'CS,_: des points de la forme 


Ge (8) = (21(8), 23 (8), tee ,Cn(8)), 


où les fonctions x;($) sont continues dans l’intervalle 0 <s <b 
et æ:(0) = 2x,(b), est positivement complet dans l’hyperplan H, 
déterminé par 0 et L’. En posant 


8 
z(8)= f wi(t) dt pour B= 152, en 
0 


on trouve que le point 
%(8) = (%,(8), %(8),... , En(8)) 


parcourt une courbe régulière LCH, pour laquelle L’ est la 


courbe dérivée. Mais, en général, cette courbe L n’est pas 
fermée, parce que la condition %(0)=Z(b) peut faillir, quoique 
la condition x'(0) —x’(b) est satisfaite. L’ensemble des vecteurs 


de la forme 0p, où peL’, étant positivement complet dans 
l’hyperplan H,, il existe des nombres: 


O= s80 < 1< 82 <... < Sk < Sk = b 


et les nombres positifs a1, 02,...,0x tels que 
_ _ , , $ , i 
(17) %(b) 2% (0) =01:0 (s1) Fa: Oe (82) +... + akti 0 > (Ski). 
Posons maintenant, pour, i= 0l ek: 
x*(s8)=z(s— J a) + Xar: #'(8,) pour s: + Xas S8 <8i41+ Dav, 
v<i v<i vi v<i 
w*(8)= (841) + 2, ay + æ'(8») + (8— S1 — 2 a») -w (8:41) 
VKI y: 


pour sii + J as SE 
“= vi v<i 
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En tenant compte de la formule (17), on voit que la fonc- 
tion x*(s) ainsi définie dans l'intervalle 0 < s <b*= b + S 
satisfait aux conditions: æ*(0)—zx(0) et . x*(b*) = 26) + 
+ Ian: 0/(50) + ants 0 (6441) =E) + (E(0)—Z(0))=Z(0)=2*(0). 
On a en outre: 

x*'(s) ed) pour s;+ Zi <8<841+ PRE 


&*'(s) = (8x1). pour Si + DIS SSi + 2s 


En particulier on a: 
gži (O= iLe mb) = igili = (0): 
Il en résulte que la courbe Z* avec le parcours (canonique) 


æ*(s) est régulièrement fermée et L’ est sa courbe dérivée. 
La démonstration du lemme 4 est ainsi terminée. 


6. Démonstration de Vinégalité x(L)>2z. Soit x(t) le 
parcours canonique d’une courbe L régulièrement fermée. 
Comme nous avons observé dans le Nr. 5, l'inégalité en que- 
stion est équivalente à l'inégalité |L'|=2a, où L’ désigne la 
courbe dérivée de L. Afin de prouver cette dernière inégalité, 
considerons un système o de nombres réels $0,51,...,8#, 8x1 
tel que 

O= 80< S<.. Sp < 8541 = D 


et que le nombre 
Ô(o) = Max (8:41 — $i) 
0<i<k 
est si petit, que pour tout i= 0,1,...,k la distance o entre les 
points æ'(s;) et æ'(s::1) satisfait à la condition: 


ola (si), @'(8i41)) <2. 


Or, il existe exactement un are géodetique w; de la sphère Sn 
avec les extrémités x'(s;) et æ'(s:11) et la longueur <x. La 
somme L'(o) des arcs w; est une „ligne brisée sphérique” in- 
scrite dans la courbe dérivée ZL’. Il est évident que la longueur 
|L'(c)| de cette ligne, c. àd. la somme des longueurs | w;| des 
ares wœ; ne surpasse pas la longueur |L'| de la courbe dérivée L. 


+ 
Mais l’ensemble des vecteurs de la forme 02'(s) est, d’après 
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le lemme 4, positivement complet dans Vhyperplan H, dé- 
terminé par 0 et LZ’. On en conclut, d’après la remarque de la 
fin du Nr. 3, qu’on peut choisir le système o de la manière 
que les points x‘(0) = x'(50), æ'(8:),.…,æ'(8x), @ (S241) = '(0) con- 
stituent un ensemble positivement complet dans Hy. Il en ré- 
sulte, d’après le lemme 3, que la somme des angles 


LA ! F 
(0% (si), 0@'(8:41)) =| w], t=0,1,...,k, 


k 
est >27. Or |L'(0)|= J| w;|> 2x done aussi |L'| > 2x, c. q. £. d. 
i=0 


|L| 
7. Démonstration que Végalité if #(s) ds =2x est ca- 


ractéristique pour les courbes planes convexes. Si L 
est une courbe convexe régulierement fermée et située sur un 
plan H, sa courbe dérivée L est évidemment la grande circon- 
férence de la sphère S,_1 le long de laquelle le plan H passant 
par 0 et parallèle au plan H coupe S,_1, et le point x(s) par- 


court cette circonférence une fois dans une direction fixe. 
[Z| 

Or, dans ce cas la longueur de LD’, c. ad. l’intégral ifi x(s) ds, 
0 

est égale à 2x. Reciproquement, il est clair que, lorsque DL’ 

est une grande circonférence de $,-1 parcourue par le point x'(s) 

une seule fois dans une fixe direction, la courbe L est située 

dans un plan parallèle à cette circonférence et qu’elle est con- 

vexe. 

Admettons maintenant que L n’est pas une courbe plane 
convexe. Or, la courbe dérivée n’est pas une grande circonfé- 
rence de Sn—ı parcourue par æ'(s) une seule fois dans une fixe 
direction. Lorsque L’ est une grande circonférence parcourue 
plusieurs fois dans une fixe direction, la longüeur de L’ est 
> 2x. Dans tout l’autre cas, il existe un nombre 0<s,<b tel 
que dans tout entourage de s, il existe des nombres so, Sọ tels que 


0 < 86 < So < 80 <b 
et que larc parcouru par æ'(s) pour s5<s <sÿ ne coincide pas 
avec un simple parcours de Pare U (æ'(s5), æ'(s0)), qui constitue 
la plus courte route joignant sur la sphère S,_1 les points &'(s0) 
et æ'(s0). 
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Il vient 


(18) fi ai” (8) + 22 (s) +... + a7 (s)ds > |U (æ (s6), æ'(s6) |. 


_ D’après le lemme 4, l’ensemble des vecteurs de la forme 


0 æ'(s), 0 <s <b, est positivement complet dans l’hyperplan H, 
déterminé par 0 et les-points de la courbe L’. En tenant'compte 
de la remarque de la fin du Nr. 3, on en conclut, qu’il existe 
dans l’intervalle 0 <s <b un système fini de nombres 51, So, ..., 8% 


tel que l’ensemble des vecteurs 0 x'(s;), i=1,2,...,% est positi- 
vement complet dans H,. Grâce au lemme 2, on peut admettre, 
sans compromettre la généralité, que s;+s, pour i=1,2,...,k. 
On peut admettre de plus, gue l’intervalle sọ <s < so ne contient 
aucun des nombres $1,52,...,8,, parce qu’on peut choisir les 
nombres so et sn dans un entourage arbitrairement petit de so. 

Désignons maintenant, pour tout so<s<so, par g(s) le 
point divisant lare U (x'(so), 2‘(s0)) en rapport (s — so): (so — 8). 
En posant 


z(s)=x'(s) pour 0<s<s et so<s<|L|; 


E(s)= p(s) pour s<s < so, 
on obtient sur la sphère S,-1 une courbe fermée L telle que 
so 
L= [Va 1 (8) Ha (s) +... + wn (s) ds + |U (2 (s0), 2(80))| + 
0 
b 
+ f Vas) + (0) +. + an(s) ds, . 
su 
donc, d’après (18), on a 
(19) IZ|<|L'|. 
Mais l’ensemble des points de la courbe Z, contenant les 
points @’(s1), 2‘(52),..., &' (Sk) est positivement complet dans 


Vhyperplan H,. Il en résulte, selon le lemme 2, qu’il existe 
une courbe régulièrement fermée, pour laquelle Z est la courbe 
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dérivée. En tenant compte de la première partie du théorème, 
démontrée dans le Nr. 6, on en conclut que. 


(20) - |I| > 2n. 


Les inégalités (19) et (20) entraînent l’inégalité |L’ | >27, 
Om Otis Gl, 


Problème. La courbure totale dune courbe régulièrement 
fermée située dans l’espace C, et faisant un noeud) est-elle 
toujours > 4n? 


18) Il existe plusieurs définitions d’une courbe fermée faisant un noeud, 
et la question de leur équivalence reste ouverte. Voici quatre d’entre eux: 
1° Une courbe fermée LC O, fait un noeud, lorsqu’elle est une image ho- 
méomorphe d’une circonférence SCO; tandis que son complémentaire 
C,— L n’est pas une image homéomorphe de l’ensemble O,—S. 2° Une 
courbe fermée DCO; fait un noeud, lorsqu’elle est une image homéomorphe 
d’une circonférence S et le groupe fondamental de O,—JD n’est pas un 
groupe libre cyclique. 3° Une courbe fermée LCO, fait un noeud, lorsqu’elle 
est une image homéomorphe d’une circonférence SCO;, mais il n’existe 
pas une transformation homéomorphe de l’espace entier O; en lui-même 
transformant L en S. 4° Une courbe fermée LC O; fait un noeud, lorsqu’eile 
est une image homéomorphe d’une circonférence SCC3, mais le cercle Q 
ayant S comme frontière ne se laisse pas transformer par une homéomor- 
phie g en un sous-ensemble de O, de la manière, que p(8)=L. 

Le problème concernant la courbure totale d’une courbe fermée faisant 
un noeud, peut être posé pour chaque définition du noeud. 


SUR L’ESPACE ANALLAGMATIQUE RÉEL 
À n DIMENSIONS 


Par ELIE CARTAN (Paris) 


La géométrie anallagmatique réelle a fait l’objet de nom- 
breux travaux. Je me propose dans cet article d’attirer l’atten- 
tion sur deux théorèmes de géométrie analytique anallagma- 
tique relatifs le premier à la représentation d’une transfor- 
mation analytique par une substitution linéaire déterminée 
portant sur les coordonnées anallagmatiques, le second relatif 
à un problème portant sur la recherche d’hypersphères, con- 
naissant les invariants anallagmatiques rationnels de ces 
hypersphères considérées deux à deux. 


I 


Généralités sur l’espace anallagmatique 


` 


1. L’espace anallagmatique réel à n dimensions. Partons 
d’un espace euclidien réel à n dimensions Æ rapporté à un 
système de coordonnées rectangulaires X,, Xa; ...; Xn. On peut 
déduire de E un espace projectif réel à n dimensions par lad- 
dition de points impropres en nombre infini. Tout point de 
cet espace peut être représenté par un système de n+1 coor- 
données homogènes. L’espace anallagmatique réel à n dimen- 
sions, que nous désignons par A, peut également se déduire 
de l’espace E par l’addition d’un point impropre, qu’on appelle 
le point a l’infini. Pour cela on introduit un système de n+2 
coordonnées homogènes liées par une certaine relation qua- 
dratique. Ces coordonnées dites anallagmatiques 00,01, +. ,Œn, ®nt1 
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sont reliées aux coordonnées rectangulaires X,,X,,...,X, par 
la relation 


(1) LOU UES, CONS VIRA LAN SONNE ES IE nee DS 
L'E DFE ZEN E 

et l’on a 

(2) F(a, Gg +-+) Oy Unti) = D? + DE + … + 2 — TG oni = 0: 


Les points à distance finie de l’espace E sont ceux pour 
lesquels la coordonnée x, est différente de zéro. Le point im- 
propre, adjoint à Æ pour constituer l’espace anallagmatique 
est celui pour lequel la coordonnée x, est nulle. Les équations 
£= 0, F= 0 entrainent en effet, dans le domaine réel, 


CR =); 


ce qui conduit à un point impropre unique, le point à l'infini, 
dont les coordonnées anallagmatiques sont toutes nulles, à l’ex- 
ception de %:11, différente de zéro. 


2. Représentation projective de l’espace anallagmatique. Nous 
pouvons regarder, avec FELIX KLEIN les coordonnées homo- 
gènes Los Lise > Ln, Ln41 comme les coordonnées homogènes d’un 
espace projectif à n +1 dimensions P; l’equation (2) définit 
dans cet espace une quadrique réelle Q dont les différents 
points correspondent aux différents points de l’espace anal- 
lagmatique A. Les transformations anallagmatiques de l’espace 
A seront par définition les transformations projectives de l’es- 
pace P qui laissent invariante la quadrique Q. Chacune d'elles 
peut se traduire analytiquement par une substitution linéaire 
laissant invariante l'équation quadratique F(a 9,2, .… ; 023 dn+1)= 0; 
il faut et il suffit pour cela que si la substitution linéaire change 
Loy Lao +++) Ds On} CD) 19, %1,...)LnyLnt1, ON ait 


ui LA LA ‘ 
WEN GOs Lien 9 Cri) Ae (an Dire On bref 1) 


À étant un facteur constant arbitraire différent de zéro. 
Nous allons montrer qu’on peut toujours. supposer Z=1. 

En effet la forme quadratique F(x) se décompose en la somme 

des carrés de n+1 formes linéaires indépendantes dont n sont 
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précédées du signe + et la dernière du signe —-. La forme F(x’) 
se décomposera à son tour en la somme des carrés de n+1 
formes linéaires indépendantes en 0,%1,...,tr+1, dont n sont 
précédées du signe + et la dernière du signe — D’après la 
loi classique d’inertie, il en résulte que le facteur À ne peut être 
que positif. En divisant les coefficients des n +2 formes linéaires 
Lo, Li; -.. 241 par VA, ce qui ne change pas la transformation 
projective considérée, on aura le 


Théorème 1. On peut représenter de deux manières diffé- 
rentes toute transformation anallaymatique T par une substitu- 
tion linéaire laissant invariante la forme quadratique 


F (Gq Lis, Cnr Lati). 


3. Représentation dans Vespace projectif P des hypersphères 
de Vespace anallagmatique A. Nous avons dans le numéro pré- 
eédent porté notre attention sur les points de la quadrique Q 
qui représentent les points de l’espace anallagmatique. Nous 
allons montrer que les autres! points de P représentent les 
hypersphères de A. 

En effet l’équation d’une hypersphère de l’espace eucli- 
dien Æ est de la forme 


(3) TO A GOT EOS IT a 
i — 2anXn + an+ = 0, 


ou, en utilisant les coordonnées anallagmatiques, 
(4) A0 Zn+1 — 244%, — 2d2%2—... —- 2@n Ln + an+ Lo = 0. 


Si a, est différent de 0, on a affaire a une hypersphère 
proprement dite; si ag=0 on a affaire à un hyperplan. On 
voit immédiatement que l’hyperplan considéré comme une 
hypersphère particulière est caractérisé .par la propriété de 
contenir le point dont toutes les coordonnées anallagmatiques 
sont nulles sauf æ,11, autrement dit le point à l’infini. Les 
coefficients ao,a1,...,4n41 seront dites les coordonnées de Vhy- 
persphère. 

On peut représenter dans l’espace projectif P une hyper- 
sphère quelconque par un point n’appartenant pas à la qua- 
drique Q. 
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Nous allons démontrer le 


Théorème 2. Si on applique aux coordonnées (a;) d’une 
hypersphère une des deux substitutions, S par exemple (linéaires), 
qui représentent une transformation anallagmatique donnée T, 
l’hypersphère dont les coordonnées a; sont les transformées des a; 
par la substitution linéaire considérée S est la transformée par T 
de l’hypersphère donnée. 

En effet soient x; les coordonnées d’un point de la première 
hypersphère et x; les coordonnées du point transformé des 2; 
par S; on aura la relation (4) = peut s'écrire 


oF 
(5) woe + UH. + Ons fore =0. 


La substitution linéaire § transformant les a; dans les a; 
et les v; dans les x;, on aura nécessairement 


OF ,9F ,9F ne (OE 
Ap eet a AT dinette 1 
(6) a D + ai dai +... + 3a + anyi dla 01). 


En définitive la substitution linéaire S qui appliquée aux 
points de la quadrique Q traduit la transformation anallagma- 
tique T appliquée aux points de l’espace anallagmatique A, 
traduit la même transformation anallagmatique T appliquée 
aux hypersphéres du méme espace. 


II 


Les hypersphères proprement réelles, les hypersphères 
improprement réelles et leurs coordonnées semi-normales 


4. Carré scalaire d’une hypersphère. On appelle carré sca- 
laire de l’hypersphère de coordonnées ao, Qi; +. > Any Any la valeur 
de la forme quadratique F'(ao,41,...,a4241). Si l’hypersphère 


1) En effet la substitution S étant linéaire les: quantités x,+ea,, où o 
est un paramètre arbitraire, seront transformées en i+ gaj; on aura 
par suite 

F(x, toai) =F (x,+ 0a), d'où 


aks ne 
Pla) +e Sai a + èF (aj) = F(a) + 934,75 +F (a), 


d’où on déduit immédiatement l’égalité des premiers membres des équa- 
tions (5) et (6). 
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est un point, son carré scalaire est nul. Supposons maintenant 
une hypersphère proprement dite de coordonnée a, non nulle. 
L’équation de cette sphère peut s’écrire 


a,\? 7 a,\? aN 


2 2 D 
a ay tta by Anti, 
3 


2 
o 

on en déduit immédiatement 
2 2 LIRE = —n2 722 
Opie sn cano Ay tni = % deci 

R désignant le rayon de l’hypersphère, d’où 


(7) F(a; yy eee Angi) = a? R?. 

5. Classification des hypersphères. Nous avons trois cas 
à distinguer. 

Ier Cas. F(a;)<0. On a affaire à une hypersphère a centre 
réel et rayon purement imaginaire, nous dirons que l’hyper- 
sphère est improprement réelle. 

gieme Cas. F(a;)=0. On a affaire à une hypersphère de 
rayon nul, c’est à dire à un point. 

grième Cas. F(a;)>0. On a affaire à une hypersphère de 
centre réel et de rayon purement réel, nous dirons qu’elle est 
proprement réelle. 


Dans le 3ème cas nous introduisons la notion d’hypersphère 
orientée; orienter une hypersphère proprement réelle, c’est choisir 
une des deux régions dans lesquelles l’hypersphère sépare 
l’espace anallagmatique; la région choisie sera appelée le do- 
maine de Vhypersphére orientée. Dans l’espace projectif P, 
le point représentatif d’une hypersphère est à l’intérieur de 
la quadrique Q, sur la quadrique Q ou à l’extérieur de la qua- 
drique Q suivant que l’on a affaire à une hypersphère impro- 
prement réelle (1: cas), à un point (2-è" cas) ou à une hyper- 
sphère proprement réelle orientée (37e cas). 

Nous allons montrer que dans chacun de ces cas on peut 
attribuer à l’hypersphère des coordonnées définies à un facteur 
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positif près arbitraire, coordonnées que nous appellerons semi- 
normales et nous démontrerons ensuite le 


Théorème 3. Toute transformation anallagmatique T peut 
être représentée par une substitution linéaire bien déterminée 
faisant passer d’un sysième de coordonnées semi-normales d’une 
hypersphère à un système de coordonnées semi-normales de Vhy- 
persphère transformée. 

6. Définition des coordonnées semi-normales. Nous allons 
passer en revue les trois espèces d’hypersphères. 

I Cas. Considérons la catégorie des hypersphères impro- 
prement réelles pour lesquelles on a 


(8) DE ie S a? — aa, ,,<0. 


Le produit aoa,+, est essentiellement positif. Nous choisi- 
rons pour chaque hypersphère improprement réelle la coor- 
donnée a, positive, il en sera de même de la coordonnée an+- 
On aura alors par définition pour l’hypersphère des coordonnées 
semi-normales, définies à un facteur positif près. 

g-leme Cas. Nous avons cette fois affaire à un point; ici comme 
les coordonnées £o, 2,41 sont du même signe, nous le prendrons 
positives; pour l’origine des coordonnées Sayı est nul et nous 
prendrons x, positif; pour le point à Vinfini a, est nul et nous 
prendrons x,4; positif. On peut dire qu’on choisira les coordon- 
nées de manière que la somme %+%n41 soit positive, les coor- 
données satisfaisant à ces conditions seront, par définition, 
les coordonnées semi-normales du point. 

g'ième Cas. Passons enfin à une hypersphère proprement 
réelle orientée. Nous choisirons des coordonnées ao; iy... 4nH 
de manière qu’on ait pour tout point intérieur au domaine de 
l’hypersphère de coordonnées semi-normales £o, 1,...,0n41 Viné- 
galité: 

(9) — d0%n+1 + 20101 +... + 20n%n — anyi Yo > 0, 
ce qu’on peut exprimer en disant que le produit scalaire?) 
de l’hypersphère et d’un point du domaine, doué de ces coor- 


2) Ce produit scalaire n’est autre que la quantité 
oF oF 
“Tx, ate a, DE, ns pet aati ELA 4 z 
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données semi-normales, est positif. Les coordonnées ao, a1,...,@n41 
- de l’hypersphère satisfaisant à cette condition, et qui sont 
définies a un facteur positif près, seront dites ses coordonnées 
semi-normales. 

On voit que la coordonnée ag sera positive si le domaine 
de l’hypersphère ne contient pas le point à Vinfini, autrement 
dit si l’hypersphère est orientée intérieurement, elle sera négative 
si elle est orientée extérieurement. 

Si l’hypersphère est unitaire, on aura, d’après la for- 
mule (7), pour la coordonnée semi-normale ag: 


OLE re gie Ps 
ye Pale oR’ Oa R?’ 


suivant que l’hypersphère est improprement réelle, proprement 
réelle orientée intérieurement, ou proprement réelle orientée 
extérieurement. 


7. Démonstration du théorème 3. Nous pouvons choisir, 
d’après le théorème 1 (n° 3) entre deux substitutions linéaires 
laissant invariante la forme F(x) et susceptibles de représenter 
une transformation anallagmatique donnée. Nous choisirons 
celle qui fait passer des coordonnées semi-normales de Phyper- 
sphère improprement réelle 2) d’équation x141+ %0= 0, coor- 
données qui sont ao= 4n41 = 1, à des coordonnées semi-normales 
de l’hypersphère transformée par T. Il suffira pour cela que 
la coordonnée ay de cette hypersphére soit positive. Supposons 
que les équations de la substitution linéaire soient 


a; = OP aot aja +... tata, (i=0,1,..,n,n+1); 
et suffira que Von ait 
0 1 3 
alt. art >.0; 


cette inégalité détermine complétement la substitution a choisir. 

La substitution linéaire qui va représenter la transformation 
anallagmatique Z' donnée satisfaira aux conditions énoncées 
dans le théorème 3 en ce qui concerne les hypersphères impro- 
prement réelles car si l’on suit par continuité l’hypersphère 
unitaire Z jusqu’à une autre hypersphère improprement 
réelle unitaire 2, en attribuant à chaque hypersphère de la 
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suite ses coordonnées semi-normales*). La coordonnée & de 
l’hypersphère transformée par T ne pouvant jamais s’annuler, 
restera constamment positive, ce qui démontre le théorème 3 
pour les hypersphères improprement réelles. 

Montrons maintenant que la substitution linéaire choisie 
satisfait aux conditions du théorème 3 en ce qui concerne les 
points. En effet on peut passer par continuité d’un point 4 di- 
stance finie à une des hypersphères improprement réelles 
ayant ce point pour centre; la coordonnée semi-normale x, de 
ce point sera positive; par la substitution linéaire choisie la 
coordonnée xo du point transformé sera également positive, 
c’est à dire semi-normale‘). 

Passons enfin à une hypersphère réelle orientée de coor- 
données semi-normales a; et soient x; les coordonnées semi- 
normales d’un point de son domaine; on aura entre les coor- 
données a; et x; l’inégalité (9) du n° 6. La substitution linéaire 
choisie pour représenter la transformation T fera passer des 
coordonnées semi-normales x; à des coordonnées a; également 
semi-normales; d’autre part le premier membre de l’inéga- 
lité (9) aura sa valeur conservée par la substitution linéaire; 
par suite les a; seront changées en des coordonnées a; qui 
satisféront avec les x; à Vinégalité (9), et qui par suite seront 
les coordonnées semi-normales de l’hypersphère orientée trans- 
formée par 7 de l’hypersphère initiale. Le théoréme 3 est 
ainsi complètement démontré. 


8. Remarque. Revenons à l’espace projectit P. Les hyper- 
sphères improprement réelles sont représentées dans cet espace 
par les points intérieurs à la quadrique @; leurs coordonnées 
semi-normales sont assujetties à l’inégalité x,> 0. Les hyper- 
sphères proprement réelles orientées sont représentées par 
les points extérieurs à Q. L’hypersphère étant donnée, repré- 


3) Dans l’espace P l’intérieur. de la quadrique Q est connexe, ce qui 
démontre la possibilité de passer d’une hypersphère improprement réelle 
à une autre sans que l’hypersphère cesse d’être improprement réelle. 

4) Si le point considéré est le point à l'infini, la somme 2+ 2, 44 est 
positive pour ce point comme pour tous les points 4 distance finie. Le 
point à l’infini peut être considéré comme la limite de points à distance 
finie pour les transformés duquel on aura sjt 2/ 41> 0; il en sera donc 
du même pour le transformé du point à linfini. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XX. si 18 
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sentée par un point M, les points de cette hypersphère sont 
représentés par les points de @ situés sur l’hyperplan polaire 
de M par rapport à Q. Cet hyperplan polaire sépare Q en deux 
régions qui représentent les deux régions dans lesquelles l’hyper- 
sphère donnée sépare l’espace anallagmatique; suivant qu’on 
chdisit l’un ou l’autre de ces régions, on obtient les deux orien- 
tations possibles de l’hypersphère; les coordonnées semi-nor- 
males des deux hypersphères orientées se déduisent les unes 
des autres par un changement de signe. On peut dire que les 
points de P extérieurs à Q sont géométriquement orientables. 
Il est intéressant de.montrer qu’on peut passer par continuité 
d’une hypersphère orientée à la même hypersphère orientée 
d’une autre manière. Par exemple la famille d’hypersphères 
. d’équation: 


Sin À + Tn+1 -— 2 COS t + xı — SÌN t : zo= 0, 


quand on fait varier t de tọ à tot x, permet de passer par conti- 
nuité d’une hypersphère orientée intérieurement (si 0<t,<%) 
à la même hypersphère orientée extérieurement 5). 

Les points de P extérieurs à Q sont donc geometriquement 
orientables, tandis qu’il rien est pas de même pour les points 
intérieurs à. Q. 


III 


Invariants anallagmatiques. Résolution d’un problème 
général 


9. Invariant anallagmatique de deux hypersphères unitaires. 
Soient a; et b; les coordonnées semi-normales de ces deux 
hypersphères (improprement réelles ou proprement réelles 
orientées). Le produit scalaire des deux hypersphères est 


Il R?LR 24? 
(10) ay di + do Do +... + On bn—5 (d0bnt1— bo Un+1) == 


où R et RK’ au dénominateur, désignent les rayons des deux 
‘ hypersphères supposées orientées, précédés du signe + ou 


$) Remarquons que cette suite d’hypersphéres orientées contient un 
hyperplan pour t=kx (k entier). 
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du signe — suivant qu’elles sont orientées intérieurement ou 
extérieurement. Si l’une des hypersphères, par exemple la 
première, est improprement réelle, R désigne le module du 
rayon. Le produit scalaire (10) est évidemment un invariant 
anallagmatique de la figure formée par les deux hypersphères 
et c’est le seul invariant qui soit rationnel par rapport aux coor- 
données de deux hyperspheres. 

On remontre ici une circonstance curieuse qui ne se pré- 
sente pas en géométrie euclidienne réelle. Si on suppose les 
deux hypersphères orientées, on pourrait. être tenté de penser 
que la figure obtenue en changeant à chacune son orientation est 
anallagmatiquement égale à la première puisqu’elles ont le méme 
invariant. Mais ce n’est pas toujours vrai. Par exemple si les 
deux hypersphéres sont extérieures l’une à l’autre et orientées 
toutes les deux intérieurement, le domaine de chacune n’a 
aucun point commun avec celui de l’autre, tandis que si on 
les oriente extérieurement, leurs deux domaines ont une infi- 
nité de points communs; on ne peut pas passer de la première 
figure à la seconde par une transformation anallagmatique ê). 

Ajoutons la remarque que l’orthogonalité de deux hyper- 
sphères se traduit par la nullité de l’invariant anallagmatique 
correspondant; par suite deux hypersphères improprement 
réelles ne peuvent jamais étre orthogonales. 


10. Les considérations précédentes conduisent à se poser 
le problème général suivant. 


Problème. Déterminer p<n-+1 hypersphères unitaires 
813/83; ---,8p purement réelles, orientées, indépendantes, connaissant 
les produits scalaires ai; des couples Si, S; d’hypersphères im- 
connues ?). 


6) Dans l’ouvrage de M. Blaschke sur la géométrie différentielle le 
volume consacré à la géométrie anallagmatique réelle à trois dimensions 
fait rentrer dans le groupe des transformations anallagmatiques l'opération 
qui consiste à changer l’orientation de toutes les sphères proprement réelles; 
mais c’est un expédient qui est contraire à la nature des choses. 

1) Pour p=n +2, on démontrerait facilement que la forme 
D (Uj Uy, ees Wn +2) introite dans le numéro 10 doit étre décomposable en 
la somme de n-+1 carrés positifs et 1 carré négatif; cette condition est 
nécessaire et suffisante. 

18* 
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Nous supposons que les coordonnées des 8; sont semi- 
normales. 

Les hypersphères indépendantes 8,,8,,...,S8, déterminent 
un système linéaire d’hypersphères rentrant toutes dans l’ex- 
pression %,8,+ 4289 + ...+ p8p. Nous appellerons forme fonda- 
mentale de ce système linéaire la forme quadratique D(U,,U2,...Up) 
qui représente le carré scalaire de l’hypersphère générale du 
- système. 


Lemme. Si la forme quadratique P(u,,...,u,) est décomposée 
en une somme de carrés de formés linéaires indépendantes, 
cette décomposition donne naissance 


soit à p carrés positifs, 
soit à p —1 carrés positifs et un négatif, 
soit à p — 1 carrés positifs. 


Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour la possi- 
bilité du problème. 


Démonstration. Nous allons d’abord montrer que les 
conditions énoncées sont nécessaires; il suffit pour cela de 
démontrer que le nombre des carrés positifs dans la décompo- 
sition de la forme ® en carrés est au moins égale à p—1. Si 
non en effet on pourrait extraire du système linéaire considéré 
au moins deux hyperphères distinctes orthogonales entre elles 
dont chacune: serait ou improprement réelle ou de rayon nul. 
Le produit scalaire de ces deux hypersphères serait nécessaire- 
‘ment nul; d’après la remarque de la fin du n°9 elles seraient 
donc constituées par deux hypersphères. de rayon nul ou par 
une hypersphère de rayon nul et une hypersphère improprement 
réelle. La première hypothèse est impossible car le produit 
scalaire de deux points distincts ne peut être nul §); la seconde 
Vest également car elle entrainerait l’existence d’un point 
réel situé sur une hypersphère improprement réelle, c. q. f. d. 

Pour démontrer que les conditions sont suffisantes nous 
allons passer en revue les trois cas possibles. 


8) Si ces deux points sont à distance finie, le produit scalaire est 
— 427042 < 0, d étant la distance. Si l’un des points (le second par exemple) 
est à linfini, le produit scalaire est — 4a)" < 0. 
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1 Cas. La forme fondamentale (ui, Us, ..., p) se décompose 
en p carrés positifs. Supposons 


D(U13U2,...,Up)=0f + 02 +... + LEP 
et soit 


(11) v= au, + afu, +... + apu, (¢=1,2,..., P) 


le déterminant des al étant différent de zéro. 


Choisissons dans l’espace anallagmatique, ce qui est tou- 
jours possible, p hypersphères unitaires indépendantes orientées, 
orthogonales entre elles: A,, 4g;...,4p, et posons 


Si= ai A, + ai A, + ... + ajA, (i=1,2;...; p); 
on aura 
u,S,+ Ua Sy +... + Up Sp = v A; + Va Ao + .. H UpAp 


et on constate immédiatement que les produits scalaires des 
hypersphères $;, 8; sont égaux aux valeurs données a;; dans 
l'énoncé du problème. Si maintenant au lieu des hypersphères 
unitaires orthogonales A,,A,,...,Ap on prend un autre système 
analogue B,,B,...,Bp, on peut toujours passer par une trans- 
formation anallagmatique des premières aux derniéres®); on 
obtient ainsi une infinité de solutions du problème, toutes 
également anallagmatiques entre elles. 

Dans le 1 Cas, le problème est donc possible et toutes ses so- 
lutions sont anallagmatiquement égales entre elles. 

2 et 3 Cas. La forme fondamentale D(u,,...,up) se décompose 
en p—1 carrés positifs et 1 carré négatif ou en p—1 carrés po- 
sitifs. Dans chacun des deux cas il existe dans le système 
linéaire U, Dıt Uz So+ .… + Up Sp au moins une hypersphère de 
rayon nul i 

So= $ Si + Ea 82 +... + Ep Sp - 


Si l’on change l'orientation de toutes les sphères 8,, Ss, ...8p; 
on aurait une autre solution du problème, maïs cette seconde. 


2) Dans l’espace projectif P, on peut toujours passer, par une trans- 
formation projective laissant la quadrique Q invariante, de la figure formée 
de n +2 points conjugués deux à deux par rapport à Q à une autre figure 
analogue quelconque. 
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solution ne peut être anallagmatiquement égale à la première 
car on pourrait passer par une transformation anallagma- 
tique T de S, à — Sy or les coordonnées semi-normales du 
point Sọ ne peuvent être anallagmatiquement égales à edo 
de — So. 

Par un raisonnement analogue à celui du premier cas on 
démontrerait que le problème comporte deux familles de solu- 
‘ tions anallagmatiquement égales dans chacune des deux familles, 
mais non anallagmatiquement égales quand on passe d’une famille 
à Vautre. 


Cas particulier. Supposons p= 2 et soit a le produit scalaire 
des deux hypersphères orientées unitaires inconnues 8S, et Sz. 
On a ici 


D(U,, U) =U? H2au u+ U2 = (u+ au,) + (1— a?) už. 


Si a?<1, auquel cas les deux hypersphères S, et S, sont 
sécantes, le problème ne comporte que des solutions anallagma- 
tiquement égales. Si a2=1 ou >l, les deux hypersphères 
sont extérieures ou intérieures ou tangentes; le changement 
d’orientation de S, et de S, donne une figure non anallagmati- 
quement égale a la première. 


SUR UN PRINCIPE TOPOLOGIQUE DE L’EXAMEN DE 
L’ALLURE ASYMPTOTIQUE DES INTÉGRALES DES 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 


Par TADEUSZ WAZEWSKI (Kraków) 1) 


Avant d’entrer dans les détails nous expliquerons rapi- 
dement en quoi consiste le principe en question et nous esquis- 
seront l’idée directrice de sa démonstration dans un cas parti- 
culier. Nous ferons voir, par un simple exemple, la possibilité 
de. son application à Vexamen de l’allure asympotique des 


intégrales. — Considérons le système d’équations 
dx; : 
(0,1) q U Lig 003 Ln), (CA n) 


où t est considérée comme temps. Nous supposons, pour fixer 
les idées, que les f; soient continues partout et que par chaque 
point passe une intégrale unique de ce système. 

Soit œ un ensemble ouvert à n +1 dimensions (borné ou 
non) dont la frontière F se compose d’un nombre fini de sur- 
faces $1,..., Sx dont le plan tangent varie d’une façon continue 
avec la position du point de contact. Nous supposons qu’aucune 
intégrale du système ne soit tangente à aucune de ces surfaces. 

Soit I l’intégrale saturée (c.-à-d. prolongée vers la droite 
et vers la gauche autant que ce soit possible) passant par Po. 
Soit Demi} I (Po) la demi-intégrale droite saturée issue de 


1) J'ai communiqué oralement les résultats un peu moins généraux 
le 18. III., le 28. III. et le 29. V. 1947 respectivement au cours d’une séance 
de la Soc. Pol. de Math. (Cracovie), de la Soc. d. Sciences. de Varsovie et 
du Congrès des Math. Pol. à Cracovie. Une note sur ce sujet a paru dans 
les Rendiconti dei Lincei (août 1947, Série VIII, t. III, p. 210). 
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P = (ty, 2f,.--, 72) et contenant les points de I pour lesquels 
t> t. 

Soit A le morceau de I correspondant à l’intervalle ouvert 
t—e<t<i, et soit B le morceau de J correspondant a l’in- 
tervalle 4, <i<t,+e. Soit enfin w* l’ensemble des points 
n’appartenant pas à w + F. 

Si e>0 est suffisamment petit alors un et un seulement 
des cas suivants est possible lorsque P,<F: 


I) ACw*, BCw. [P, point d’entrée stricte] 

II) AC®, BCwt. [P, point de sortie stricte] 
III) AC, BC. [P, point de glissement intérieur] 
IV) ACw*, BCw*. [P, point de glissement extérieur]. 


Si tous les points de F sont points d’entrée stricte (caté- 
gorie I), alors une intégrale qui est entrée une fois dans w ne 
le quittera jamais, c.-à-d. Demi, I(P5) Cw lorsque Piew. 

Or, au cours d’une recherche sur l’allure des intégrales au 
voisinage du point singulier d’un système d’équation différen- 
tielles, j’ai été conduit au probléme suivant: 


La frontière F contenant à la fois des points d’entrée et des 
points de sortie (catégorie I et II) existe-t-il, à l’intérieur de w, 
des points Py, tels que Demich I(Po) Cw? 


Or j’ai obtenu d’abord quelques résultats sur ce sujet en 
me servant de la notion d’homologie ?) et ensuite de celle de 
l’indicatrice de KRONECKER. Ce n’est, cependant, qu’en les 
rattachant à la notion du rétracte due à M. BORSUK que j'ai | 
réussi de les faire revêtir une forme plus générale, plus simple, 
facile à démontrer et maniable dans les applications. 

Voici d’abord la notion du rétracte. 


V. Soient, dans un espace quelconque, deux ensembles A 
et B, tels que ACB et soit P un point variable de cet espace. 
On dit qu’une transformation Q —T(P) effectue une rétraction 
de B en À lorsqu'elle est continue dans B et si 


2) Communiqué le 25. II., 1947 au cours d’une séance de la Société 
Polon. de Math. (Section de Cracovie). 
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(0,2) T(P)eA lorsque P eB, 
(0,3) T(P)=P lorsque Pe A. 


Si une telle transformation existe A est appelé un rétracte 
de B. 

VI. Exemple. Soit S une sphère à n dimensions de centre C 
et de rayon r>0, et soit F sa frontiére. Les points P de S et 
ceux de F sont respectivement caractérisés par les. relations: 
distance (C, P) <r et distance (0, P) =r. 

On sait que F n’est pas un rétracte de $ 3). 

VII. Voici maintenant notre théorème dans un cas parti- 
culier. Gardons les hypothèses précédentes sur le système (0,1), 
sur l’ensemble © et sur sa frontière F. Supposons que la caté- 
gorie III (points de glissement intérieur) soit vide et désignons 
par S la classe des points de sortie stricte (catégorie II). Soit Z 
un ensemble jouissant des propriétés suivantes 


- ZCo+S, 
` ZS west pas un rétracte de Z, 


ZS est un rétracte de S. 


Ceci étant admis il existe un point P)«Z—S, tel que 


Demi) I (Po) Co. 


L'intégrale du système (0,1) issue de Py et prolongée vers la 
droite autant que ce soit posible restera toujours à l’intérieur 
de w sans jamais rencontrer la frontière F de «. 

Voici l’idée directrice de la démonstration. Soit Pew et 
appelons (d’après PoINCARÉ) conséquent de P le premier 


3) Dans le cas contraire il existerait une transformation Q = T(P) 
effectuant une rétraction de S en P. Soit U=W(Q) la transformation 
subordonnant à chaque point de F son point antipode. La transformation 
U= W(T(P)) est continue dans S, elle transforme S en sa partie et on n’a 
jamais P=W(T(P)), ce qui est contraire au théorème de M. Brouwer sur 
les points fixes. 
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point Q en lequel Demi,,, I(P) rencontré F. Un tel point Q 
peut exister ou non. Posons 


Q = conséquent de P= C(P). 


Il suffira de prouver qu’il existe un point P,eZ—S, tel 
que C(P,) n'existe pas. Supposons qu’un tel point P, n’existe 
pas et envisageons la transformation 


(0,4) Q=K(P) 


où K(P)=C(P) lorsque Pe Z—S et K(P) =P lorsque Pe ZS. 
Soit R—T(Q) une transformation effectuant la rétraction 
de S en ZS. La transformation R = T(K(P)) effectue, con- 
trairement à une des prémisses du théorème, la rétraction 
de Z en ZS. Ceci sera évident lorsque l’on aura démontré la 
continuité de la transformation (0,4) (cf. $ 8, lemme 3) 4). 


VIII. Exemple. Considérons le tube w 
le|]<1, |y|<1, — 00 <t<+ co. 


La frontière F de w se compose de quatres faces E, Ea, Es, E4 
situées respectivement sur les plans x=—1, x — +1, y——1 
et y=+ 1. Considérons le système 


dx dy 
SY), S=g(a,y,0). 


Supposons que f et g soient continues partout, que par 
tout point passe une intégrale unique de ce systéme et que 
l’on ait 


æf(x, y,t)<0 sur E+ Ez; yg(x, y,t) >0 sur E, +E,. 


On vérifie facilement que la catégorie III est vide et que 
la catégorie II constitue Pensemble S=E}+E,—E,— Ex. 


4) En supposant que K(P) soit continue par hypothése (et non seule- 
ment que C(P) soit continue, ce qui constitue une erreur s’étant faufilée 
dans notre note dans les Rendiconti dei Linci, août 1947) on obtient un 
théorème plus général, car l’on peut alors supprimer l’hypothèse 
Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, Q) intervenant dans les Théorèmes 1-4 
du présent travail. Cette généralisation est peu maniable. 
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Soient 7 er È deux nombres fixes avec |É|<1, et soient A 
et B les points des coordonnées (é, —1, t), (£, +1, t). Désignons 
par Z le segment fermé aux extrémités A et B. L’ensemble ZS 
se compose des points A et B, l’ensemble ZS n’est done pas 
un rétracte de Z. En posant T(Q) =A lorsque Q e E; et T(Q) =B 
lorsque Qe E, on voit que la transformation R == T(Q) effectue 
une rétraction de S en ZS. L’ensemble ZS est done un rétracte 
de S. En vertu de notre théoréme il existe sur le segment 
Z—S=Z—A—B un point Po, tel que la demi-intégrale issue 
de Py, prolongée à droite de P, autant que ce soit possible 
ne sortira jamais du tube w et existera, par suite, pour tous 
les ¢ de l’intervalle t<i<-+ co. En faisant varier & on voit 
qu’il existe méme au moins oo! demi-intégrales de telle sorte 5). 

En prenant un tube |æ|<g(t), |y|< y(t) avec p(t)—>0, y(t) +0 
pour t-++ co dont les faces courbes E}, Ep, E, E, remplissent 
des hypothèses analogues aux précédentes, on conclut que 
sur tout segment (A,B) (analoguement situé) il existe un 
point P, duquel sort une intégrale æ=—æ(t), y=y(t) pour 
laquelle |a(t)|<(t), |y(t)|<p(t) lorsque t <i<+co. On aura 
æ(t)—>0, y(t)—0 lorsque t—> -+ co. 

Cet exemple montre que notre théorème se prête bien 
à l'étude de l’allure asymptotique des intégrales des équa- 
tions différentielles et par suite de leurs allure au voisinage 
des points singuliers. Il faudra, dans chaque cas particulier, 
construire l’ensemble w d’une façon adaptée à la nature du 
problème asymptotique. Cette construction revient, pour la 
plupart des cas, à la construction de certaines inégalités 
différentielles dont les solutions fournissent les faces limi- 
tant l’ensemble w. 

Le Théorème 1 ($9) (plus général que le théorème qui 
vient d’être énoncé) conduit d’une part aux Théorèmes 2 ($ 11) 
et 3 (812) sur l'existence des intégrales asymptotiques et, d’une 

5) Dans ce cas l’ensemble de points situés sur les demi-intégrales 
de cette sorte possède le nombre de dimensions d>2 (au sens de Menger). 
Il se pose le problème de savoir s’il en est analoguement dans les cas pareils 
relatifs à l’espace à p+ q dimensions (p+g> 2). M. Kuratowski a indiqué 
une démonstration rapide dont il résulte que la réponse est affirmative. 
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autre part, au Théorème 4 ($ 13) sur l’ewistence des solutions 
d'un problème aux limites (analogue au problème de STURM). 
Le Théorème 5 ($ 15) indique les conditions suffisantes (impor- 
tantes pour les applications) pour que la catégorie III soit 
vide. Les $ 17 et 18 concernent l’extension des théorèmes 
précédents au cas des variables complexes et au cas, le moins 
important, où l’on n’admet pas que par tout point de w passe 
une intégrale unique du système d’équations différentielles. 

Les $$ 1—7 sont consacrés aux notations et définitions 
et, en outre, à l’énumération de ces propriétés des intégrales 
des équations différentielles grâce auxquels réuissit dans le 
$ 8 la démonstration que la transformation Q = K(P) (cf. 0,4) 
est continue. En passant en revue ces propriétés (dépendance 
des intégrales du point initial, leur prolongeabilité jusqu’à 
la frontière etc.) on se rendra facilement compte des conditions 
sous les quelles nos résultats peuvent être étendus aux familles 
de courbes quelconques appartenant même aux espaces abstraits. 
C’est en partie pour cette raison que nous avons cru utile 
.d’entrer de si près dans les détails de la démonstration que la 
transformation Q= K(P) est continue, bien que cette conti- 
nuité soit presqu’évidente pour un lecteur familiarisé avec la 
théorie des équations différentielles. 


$ 1. Notation vectorielle. Dans les $$ 1—16 nous parlerons 
exclusivement des points réels (t,%,,...,%n) appartenant à les- 
pace Enp à n+ 1 dimensions. 
Soit A = (0,...,0) l’origine des coordonnées et P= (i,4,,...,%n) 
—> 
un point quelconque. Le point P et le vecteur AP seront appelés 
associés. Ils possèdent les mêmes coordonnées. i 
Nous désignerons par P, sans aucune distinction, le point P 
—— 
et le vecteur AP. 


Ce point et ce vecteur seront donc considérés éomme iden- 
tiques en un certain sens. Soit 


P= (t’, CROSSE nn) 
Nous poserons 


P PAP AP (tt, 0 Liba Tn). 
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Nous désignerons par 


|P| 


le module |AP| du vecteur AP. On aura done 
[P| =P Zz. 
Pour la distance des points P et P’ on aura la formule 
distance (P, P')=|P'— P| =t = t+ Z(a/— 2}. 


§ 2. Voici quelques notations et propositions relatives à la 
théorie des ensembles qui nous servirons dans la suite. 


I. Soit yCE,41 un ensemble ouvert. La classe de tous les 


points frontières de y sera appelée frontière absolue de y et elle 
sera désignée par 
front abs (y). 


IL. Soit une suite de points P, 
P,ey (PS 1022,.) 


Nous dirons qu’une telle suite P, tend vers la frontière abso- 
lue de y et nous écrirons 


(2,1) P,— front abs (y) 


lorsqu'il n’existe aucune suite partielle Pe, qui tendrait vers 
un point appartenant à y. 


III. Soient œw et Q deux ensembles ouverts, tels que 
0 CQCEnti. 
Nous posons par définition 
(2,2) front (w, 2) = Q front abs (w). 


Cet ensemble, composé de ceux points frontiéres, de w qui 
appartiennent à ©, sera nommé frontière de w relative à Q. 
Nous poserons par définition . 


(2,3) w* = extérieur (w, 2) = 2 — w — front (w, Q). 


Cet ensemble sera appelé extérieur de w relatif à Q. 
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IV. Si Von relie le point Ae et Bew* par une courbe 
continue CC Q alors C aura au moins un point commun avec 
front (w, 2). 


§ 3. Considérons le systéme des équations 


dx; > $ 
(3,1) di = PP. On) (= Uo cng W))o 


Nous énoncerons relativement a ce système l’hypothèse 
suivante: 


Hypothèse H. Les fonctions réelles fi(t,%,,..-,%n) des va- 
riables réelles t,%,,...,%n sont continues dans un ensemble ou- 
vert 2. 

Par chaque point de £ il passe une integrale unique du 
système (3,1). 

L’ensemble est un ensemble ouvert et l’on a 


(3,2) wC., 


Cette hypothèse servira de premisse dans la plupart des 
propositions et des théorèmes qui suivent. 


Il nous sera commode d’écrire le système (3,1) et ses inté- 
grales sous la forme vectorielle (cf. $ 1). Posons a cet effet 


X = (dis, En), X(t) = (21 (t),..-, Un(t)), 
dX(t) (x(t) dax,(t) da&n(t) 
di = | diana si ) 
F(X, t) = (F(X, t) P(X, t)). 


Le systéme (3,1) pourra étre écrit sous la forme 


(3,1 bis) LE (AGU), 
at 

Convention ©. Nous n’envisagerons les fonctions 
filt, %,---)%n) que pour les points appartenant à ©. Nous nous 
occuperons exclusivement des parties des intégrales du sy- 
stème (3,1) qui sont situées dans 2. Sans restreindre la géné- 
ralité de nos résultats nous pouvons donc supposer que ‘les 
fonctions fi, intervenant dans le système (3,1), soient déterminées 
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exclusivement dans 2 et qu’elles ne soient pas définies pour aucun 
point étranger à Q. 
Cette convention mettra automatiquent hors du débat, les 


parties éventuelles des intégrales du système (3,1) qui seraient 
situées en dehors de Q. 


$ 4. Terminologie et notations relatives à l’integrale géné- 
rale du système (3,1). Soit 


(4,1) EE Sposo cals PEOR 
Nous désignerons par 
(4,2) X = O(t; P) 


l’intégrale du système (3,1) passant par le point (4,1). L’équa- 
tion de cette intégrale peut étre écrite sous la forme 
DES), Le 
En posant 


Q T (t, ZX) 
I(t, P) = (t, Ø (t; P)) 


(4,3) 
nous pourrons écrire l’équation (4,2) sous la forme 
(4,4) Q= I(t, P) °). 

On a évidemment 


(4.5) Tito P) —P lorsque E (to Pi -s Pres 


Il existe, comme on le sait bien, un intervalle ouvert (borné 
ou non) 


(4,6) a<i<ß, 


6) Cette forme sera plus commode que la forme (4,2) parce que le point 
Q=I(t,P) appartient à l’espace à n+1 dimensions des points (t,2;,...,%n) 
et au même espace appartient aussi l’ensemble 2. Le point X =@(t;P) 
appartient par contre à la projection de Q sur l’hyperplan à n dimensions 
(a4, ..-5%n). 
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tel que É 
I(t, P)eQ lorsque a<t<f, 


tandis que I(a, P) et I($, P) ne sont pas du tout déterminés 
ou bien ils sont déterminés cependant ils n’appartiennent 
pas à 2 mais à sa frontière absolue. Cet intervalle sera appelé 
intervalle saturé relativement à P,Q et au système (3,1). Il 
sera désigné par 


(4,7) A(P, Q) ou bien par A(P). 


L’extrémité gauche et droite de A(P) sera désignée respecti- 
vement par 


(4,8) a(P) et B(P). 


Les intervalles définis respectivement par. les inégalités 
A << u; A<t<u; A<t<p; A<t<p seront désignés respecti- 
vement par [4 ul; (4,4); [A,u) et (4,u]. Pour Vintervalle sa- 
turé A(P) on aura done 


(4,9) A(P, 2) = A (P) = (a(P), B(P)). 
Cet intervalle est ouvert et l’on a pour PeQ 
(4,10) — œ <a(P)<f(P)<+ co. 
Soit 6 un sous ensemble de A(P) 
6CA(P). 
Nous désignerons par 
(4,11) 1(6, P) 


la classe de tous les points Q =I (t, P) pour lesquels teô. L’en- 
semble I(ô, P) représente donc le morceau de l’intégrale I(t, P) 
que l’on obtient lorsque # parcourt l’ensemble 6. Nous posons 


(4,12) I(P) =1(A(P), P). 


L’ensemble I(P) représente l’intégrale issue de P et 
saturée relativement a 2. On a 


(4,13) I(P)CQ. 
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La classe de points qui contient le point P .(avec P eQ) 
et tous les points de Z(P) qui sont situés à droite de P sera 
dite demi-intégrale saturée droite issue de P. Elle sera désignée 
par. 


(4,14) Demi) I(P, Q) ou bien Demi, I(P). 

On définit pareillement la demi-intégrale saturée gauche 
(4,15) Demi, I (P, Q) ou bien Demi I(P). 

Si | 

PE 

‘on a i i 
(4,16) Demi I(P) = I ([t,B(P)), P), 
(4,17) Demi) I (P) =I ((a(P), to], P). 

On å 
(4,18) — Demi I (P) = front abs (Q). 


Ceci veut dire que pour toute suite t, 
(4,19) to <i < (P), t,>B(P) 
on n (cf. (2,1)): 
(4,20) I(t,,P) — front abs (Q) ?). 

On a pareillement 
(4,21) Demi, I(P) — front abs (Q). 


§ 5. Dépendance de l'intégrale Z(t,P) de son point ini- 
tial. Il nous sera commode d’écrire les théorèmes bien 
connus sur la dépendance de l’intégrale [du système (3,1)] 
de son point initial en nous servant de la symbolique adoptée 
plus haut. 

Admettons l’Hypothèse H du $3. Nous aurons alors les 
propriétés suivantes. 


7) Cf. E. Kamke, Differentialgleichungen reelles Funktionen (Leipzig 
1930), p. 135, Satz 2. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 19 
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I. Soit 
(5.1) P,e Q; Poe 2, P,+ Py. 

i On sait 8) que la suite des intégrales I(t, P,) tend dans A(P:) 
presque uniformément vers I(t,P,) (pour v—> + co) et on écrit 
(5,2) o IRES Po) dans A(P;): 

Ceci veut dire que la propriété suivante a lieu: Si y et 6 


sont deux nombres finis, tels que on a (pour l'intervalle fermé 
et borné [y, d]) 


(5,3) [y, 6] C 4(Po) 

alors 1°) à partir d’un indice assez grand l’intégrale I(t, P,) 
est définie pour tous les te[y, ô], c.-à-d. 

(5,4) [y, 6} C A(P,) lorsque v est assez grand 


et 2°) abstraction faite d’un nombre fini d’indices » initiaux, 
on a 


(5,5) I(t, P) => I(t, Po) dans [y, ô] 


c.-à-d. I(t,P,) tend wniformément vers I(t,P 9) dans Pinter- 
valle [y, ô]. 

IX. En se servant de la notion de la distance (cf. § 1) on peut 
écrire (5,5) sous la forme i 


(5,6) |I(t, P,) — I(t, Pa) | => 0 dans [y, 6]. 

III. Admettons que © soi un sous-ensemble ouvert de Q, 
que les nombres y et 6 soient finis et que 

[y,6] C A(Po), Poe2, Pye, P,+Po, I([y,5], Po) CO. 


Ceci étant admis on aura pour les indices » suffisamment 
grands ; 
(5,7) I([y,6], P,) CO. 


C’est une conséquence facile de la proposition I énoncée 
tout à l’heure. 


8) Cf. E. Kamke, l. c. p. 150, Satz 4. 
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IV. En posant, en particulier, y = ô nous obtenons la pro- 
priété suivante: 
Si l’ensemble ouvert © fait partie de 9 et 


ye A(Py); Poe O, Pre Q, Pu —> Po) 
alors, pour les indices suffisamment grands, I(y,P,) est bien 


déterminé?) et 
I(y,P,)e0, I(y, Py) >I(y, Po). 


$ 6. Définition du conséquent et de l’antécédent d’un point 
dans le cas où l’on admet l’Hypothèse H. 


Soit P un point appartenant à w 
(6,1) Pew. 


Relativement à la demi-intégrale saturée (droite) issue 
de P deux cas sont possibles: 

1°) ou bien Demi, I(P) n’a aucun point commun avec 
la front (w, 2) (cf. (2,2)), 

2°) ou bien en s'avançant sur Demi, I(P), à partir de P, 
vers la droite on rencontre pour la première fois 1°) la front (w, 2) 
en un point Q. Ce point Q sera alors appelé conséquent de P 
relatif à w et Q et au système (3,1) et il sera désigné par 


(6,2) conség (P; œw, Q) 14). 
Si ce point existe pour un Pew alors 
(6,3) conséq (P; w, Q) e front (w, Q). 


Définition de l’ombre gauche (relative à w, 2 et au sy- 
stème (3,1)). 

Nous désignons par 
(6,4) ombre gauche (w, Q) 


la classe de tous les points Pew. pour lesquels conség (P; œw, 2) 
existe. 


2) C.-à-d. I(t,P,) est déterminé pour t=y ou bien, ce qui revient au 
même yed(Py). 

10) Un point en lequel cette rencontre a Hew pour la premiére fois 
existe, car front(w,Q) est fermé relativement à Q. 

11) Cette notion est due 4 H. Poincaré. 


19* 
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Voici quelques propositions évidentes relatives à ces notions: 


(6,5) I. ombre gauche (w, 2) Co CQ. 
II. Soit: j P= (to, Dy)---» Pn), Q = (ti 41 ---3 4n); 
Pew et QeQ. 


Cela posé, la condition nécessaire et pinta pour que 
Q = conség (P; w, 2) 

consiste évidemment en ce que lon ait | 

t<i, Q= Ilt P), Ilio, t), P) Co, Qe front (w, Q). 
III. Soit: Pew. Cela posé chacune de relations 

[Demi I(P)] - front (wœ, 2) = 0, 
Demi) I(P) Cw 

constitue la condition nécessaire et suffisante pour que le | 


conséq (P; w, 2) n’existe pas. 


§ 7. Points de sortie et points de sortie stricte. 

En gardant Vhypothése H nous introduirons deux. défi- 
nitions nouvelles -et nous indiquerons quelques propositions 
qui s’y rattachent. 


I. Définition. Tout point Q pour lequel il existe un point 
Pew, tel que 
Q = conséq(P; œw, Q) 


sera appelé point de sortie de w relatif à © et au système (3,1). 
La classe de tous les points Q de cette sorte sera appelée 

ensemble de points de sortie de w (relatif à 2 et au système (3,1)). 
Cet ensemble sera désigné par 


(7,1) Sortie (w, 2). 
II. Dans l’Hypothèse H on a évidemment 
(7,2) Sortie (w, Q) C front (w, Q). 


II. Soit Q = (to; 415...» dn). Cela posé la condition nécessaire 
et suffisante pour que 


Q € Sortie (w, 2) 
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consiste en ce qu’il existe un nombre positif e,>0, tel que 
I(t £, to); Q) Cw 
et que Pon ait en outre 
Qe front (w, 2). 
IV. Définition. Soit Q = (tos 4-1 In) et supposons que 
Q € Sortie (w, Q). 


Le point Q sera dit point de sortie stricte de w (relatif à Q 
et au système (3,1)) lorsqu’il existe un nombre s>0, tel que 
tous les points de l’intégrale I(Q) (issue de Q) qui correspondent 
aux valeurs de # situés dans l’intervalle tj<t<t)+e, sont 
contenus dans l’ensemble (cf. 2,3) 


w* = extérieur (w, 2) = 2 — w — front (w, 2). 


La classe de tous les points de sortie stricte de w sera dé- 
signée par 


(7,3) Sortie stricte (w, Q). 
V. Dans Hypothèse H on a évidemment 
(7,4) Sortie stricte (w, Q) C Sortie (a, Q) C front (w, Q). 
VI. Admettrons l’Hypothèse H et supposons que 
Q = (tos Hs... An) Q € front (0,2): 
La condition nécessaire et suffisante pour que 
Q e Sortie stricte (w, 2) 
consiste évidemment en ce qu’il existe un «,>0, tel que 
(To — E, to); Q) Co, (lto, to + Eh. Q) Cw* 
où w* = extérieur (w, 2) = 2 — w — front (w, 2). 
$ 8. Continuité de la transformation Q = K(P). 
Le but .du présent paragraphe est la démonstration du 
Lemme 3 inséré à la fin de ce paragraphe et établissant la conti- 


nuité de la transformation Q=K(P). Cette transformation 
intervenait dans la démonstration d’un cas particulier du 
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théorème principal qui vient d’être esquissée dans l’intro- 
duction (cf. (0,4) p. 282). Or pour un lecteur familiarisé avec 
les raisonnements usuels, relatifs à l’allure des intégrales dans 
les cas le plus simples, le Lemme 3 est presqu’évident et la 
lecture de la démonstration des lemmes préparatoires 1 et 2 
que nous allons énoncer, est superflue. 


Lemme 1. Admettons l’Hypothèse H. Si 
(8,1) Poew, conség (Po; w, 2) e Sortie stricte (w, 2) 
alors la transformation 
(8,2) Q = C (P) = conseg (P; w, 2) 


(envisagée évidemment là où elle existe, c.-à-d. dans l’ombre 
gauche (w, 2)) est continue au point Py. 


Démonstration. Posons 
Py = (to Dh. PO), P, = (tps Prr DY) 
et supposons que 
Poe ombre gauche (w, 2), P, e ombre gauche (w, 2), P, —> P,- 
Il suffit de prouver que 


(8,3) conséq (Py; w, 2) + conséq (Po; w, 2). 
On a 

(8,4) ty > to 

et (cf. 4,5) 

(8,5) Po =1 (to, Po), Po = L(t», Pi). 
Posons | 


Q = conséq (Py; w, Q). 
L'intégrale I(t,P,) passe par Q, pour une valeur 7 de t. 
On à donc (cf. $ 6, II) 
Qo = conség (Po; ©, 2) = I(t, Po), to <T, 


Eee) Ilts ie); Bo) Ca. 
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Comme w est ouvert et I(t,P,) est continue en t il en ré- 
sulte que pour les 6>0 suffisamments petits on aura 


(8,7) I ([¢)—6, t—6], Po) Co. . 
A(P,) étant Vintervalle (ouvert) saturé de I(t,P,5) et a(Po) 


et B(P,) étant l’extrémité gauche et droite de cet intervalle 
(cf. 4,7 et 4,8) on a 


a(P,) <ty <T<B(Po). 
Soit 7 > 0 un nombre positif arbitraire. Or en vertu de (8,1) 
Que Sortie stricte (w, Q). 

Il existe donc, en raison. de (8,7) et de la proposition VI 
du $ 7 un nombre 6>0 si petit que | 
(8,8) a(Po) <tp —8<t)p<t--d<1<t+6<£(P,) - 

I (Tito — ô, t — 6], Pc) Co, Ilit — ô, t+ 6], Po) CQ, 
(8,9) I({t —6, t), Po) Go, 
I((t, t+ ôl, Po) Co* = 2 — w — front (w, 2), 
diamètre de I([t — ô, t + 6], Po) <n. 


La derniére inégalité exprime que 
—d<t'<14+6 


(810) |Z(t, Pe) —1(6", Po)|<n 1) lorsque Us 


Pour les indices » assez grands on aura (cf: 8,4 et (8,8) 
(8,11) a(Po) <t) —6<t,<t—d<1<t+6<f(P)). 


En s’appuyant sur les propositions III et TV du §5 on 
déduit des relations (8,8) et (8,9) les relations suivantes va- 
lables pour Jes indices » suffisamment grands 


Ito — 6,7 + 6], P) C2, I([t) — 6,7 — ô}, Ps) Ca, 
(8,12) I(t — 6, P,)ew, I(t + 6, P,)ew*, 
d’où, en raison de (8,11), il résulte que 
‘ (8,13) I({t—6, t+ 6], P) CQ, I([t,,t—6],P.,) Cw. 


12) |I(t',P.) —I(t”,P)] désigne la distance des points I(¢’,P)) et 
I(t’, Po) (ef. § 1). 
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En vertu de (8,12) Pare I([r —6,7+ 6], P,) coupe la 
front (w, 2) (cf. §-2, IV). Faisons t parcourir l’intervalle 
[x—6,t+6] vers la droite, à partir de 7r—ò. La front (œw, Q) 
étant fermée relativement à Q, il existe, en vertu de la pre- 
mière relation (8,13), la plus petite valeur de t, appelons-la 
ty, telle que 


(8,14) I(ty, P,)e front (w, 2). 
On aura 
(8,15) tT—O<%,<t+ 0, 


et I([t—6, t,), Py) Cw. En rapprochant la dernière relation de 
la deuxiéme relation (8,13) on obtient 


IK (ng A) ple Co 


De cette relation et de la relation (8,14) il résulte que le 
point I(t,,P,) est le conséquent de I(t,, P,) relatif à w,Q2 et 
au systéme (3,1) (cf. la définition du conséquent dans le § 6). 
On a done (cf. 8,5) 


(8,16) I(t», P,) = conséq (Py; w, 2). 


Comme [r—6, t + 6] CA (P) (cf. 8,8) on a, en vertu de (5,5) 
la suivante convergence uniforme 


I(t, P) => I(t, Po) dans [t— ò, t+ ôl, 
donc, pour les indices v assez grands on aura. (cf. 5,6) 
|I(t, Py) —I(t, Po) | <n lorsque telt —6,7+ 4], 
d’où, en vertu de (8,15), il vient que 
|TT Ps) — Ilta Po)| <7. 
L’inégalité (8,10) donne (cf. 8,15) 


Lee) 
done 
|I (ts, Pv) — I(t, Po)|<2n, 


d’où, en vertu de (8,6) et (8,16), il résulte que | 
| conség (Ps; w, Q) — conséq (Po; w,2)|< 27 


lorsque » est suffisamment grand. Comme 7>0 est un nombre 
arbitraire, la relation (8,3) se trouve ‘ainsi démontrée. 
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Lemme 2. Admettons l’Hypothèse H et supposons que 
P,= (t,, Pf, ---) P?) € ombre gauche (©, Q), . 
(8,17) Py = (ty, pf, ---) Do) e Sortie stricte (0, Q), 
Te (E: 

Nous affirmons que 
(8,18) conség (Py; w, 2) + Po. 

Démonstration. On a: t,t), P ew et (cf. 4,5) 
(8,19) I (to, Po) =Py. 


Soit 7>0 un nombre positif quelconque. En s’appuyant 
sur (8,17), on conclut aisément (cf. VI, § 7) .a ce qu’il existe 
un nombre 6>0, tel que 


T(Lio— 0; to + ôl, Po) CQ, I([to—4, to)  Po)ew, 
I((to; to + 6], Po)ew*, I (tp +0, Po)ew*, 
(8,20) diamètre de I([to—ô, to + ôl, Po) <7. 


En s’appuyant sur les propositions III et IV du $ 5 on.en 
conclut que les relations suivantes ont lieu pour les indices v 
suffisamment grands: #5 —0<ty<to +0, 


I (Lt) —9, tot ôl, Pr) CQ, I(tp—6, Py) eo, 
(8,21) I(t) +6, P,)ew*. 
On a (cf. 4,5 et 6,4) 
I(t,, P,)= P,ew. 


Cette relation et la relation (8,21) conduisent à la conclu- 
sion (cf. $ 2, IV et la définition du conséquent) qu’il existe 
un nombre t,, tel que - 


(8,22) to—ô<T<to +ô, conség (Pr; o, 2) =I (Tv, P,). 
On a la convergence uniforme (cf. 5,5) 
I(t, P,) => I(t, Po) dans [to—0, to + ô], 
d’où il résulte que 
|I (Ts, Ps) — I(ty, Po) | —> On 
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Pour les indices » assez grands on aura 
| [L(t Po) It, Po) |<n- 
En raison de (8,20): 
{1 (ty, Po) — I (to; Po) |< 
et par suite 
| I (zs, Pv) Ato Po) |< 27 
d’où (cf. 8,19 et 8,22) 
| conség (Pr; w, 2) — Po|<2n. 
` La relation (8,18) est ainsi démontrée. 
Lemme 8. Admettons l’Hypothèse H, posons 
S = Sortie (w, Q) 
et supposons que tout point de sortie soit un point de sortie 
stricte, c.-à-d. que 
Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, Q). 
Définissons la transformation 
| Q=K(P) 
de la fagon suivante: 
K(P) = conséq (P; w, Q) lorsque Pe ombre gauche (0, 2),. 
K(P) =P lorsque PeS. 


Ceci étant supposé nous affirmons que la transforma- 
tion Q = K(P) est continue dans l’ensemble 


W= ombre gauche (w, 2) +8 
et que 


(8,23) K(P)eS lorsque Pe W. 


Démonstration. La continuité en question résulte immé- 
diatement des Lemmes 1 et 2. La relation (8,23) apparait 
comme une conséquence immédiate de la définition de K(P). 
[L suffit de remarquer que conség (P; w, Q) e Sortie (w, 2) lors- 
que Pe ombre gauche (w, Q) (cf. $ 6)]. 
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$ 9. Théorème 1. Admettons l’Hypothèse H (cf. § 3) 
relativement au système (3,1). Supposons que chaque point 
de sortie (relatif à w, 2 et au système 3,1) soit un point de 
sortie stricte (cf. $ 7) c.-à-d. que 


(9,1) Sortie (w, Q) = Sortie stricte (w, Q) = S. 


Supposons que pour les ensembles Z et S, aient lieu les 
relations: 


(9,2) MEW 

(9,3) ZCo+$8, 

(9,4) ZS, est un rétracte de S, 13) 
(9,5) ZS8, west pas un rétracte de Z. 


Ceci étant admis il existe au moins un point 


(9,6) Pi i (tos PP- DI), 

tel que | 

(9,7) P,eZ —S, 14) 

et qu’ou bien 

(9,8) conséq (Po; w, 2)eS—S8, 

ou bien 

(9,9) conséq (Po; w, 2) n’existe pas 15). 


La relation (9,9) exprime que la partie de l’intégrale issue de Po, partie 
située à droite de P, est entièrement contenue dans et ne peut, par consé- 
quent, jamais toucher à la front (w, Q) (cf. 2,2). 


Démonstration. Supposons que notre théorème soit faux. 
On aura done 


(9,10) conség (P; w, 2) CS, lorsque PeZ —S,. 


13) Cf. la définition du rétracte 4 la page 208, V. 

14) Ceci revient à ce que l’on a à la fois P,eZ et Pyew. 

15) Cette relation est équivalente à ce que Demiç+)1(P5) Cw. Elle est 
aussi équivalente à la relation [Demi+)I(Po)]-front(0, Q)==0 (cf. $ 6, III). 
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Le conséq(P;w, 2) existera done pour tous les points PeZ —S,.. 
Il s’ensuit (cf. la définition 6,3) que 


(9,11) | Z—S8,C ombre gauche (w, 2). 
On aura donc en raison de (9,1) 
Z =(Z—S8,) + (Z8,)C ombre gauche (w, 2)+ S = W. i 
c.-à-d. | 
(9,12) ZCW 


avec , 
W = ombre gauche (w, 2)+ 8. 


Nous utiliserons la transformation 
Q=K(P) 


intervenant dans le Lemme 3 du § 8 et définie par les con- 
ditions 


(9,13) K(P)= conség (P; w, 2) lorsque Pe ombre gauche (w, 2) 
(9,14) K(P)=P lorsque PeS. 


La transformation Q = K(P) est continue sur W(cf. Lemme 3 
du § 8) est, & plus forte raison sur Z (cf. 9,12). 
En raison de (9,14) et (9,2) on a: 


K(P)=P lorsque Pe ZS, 


done 
K(P)e$, lorsque Pe Zs. 


En vertu de (9,10) et (9,13) on a 
K(P)e$, lorsque PeZ — sS. 
De ces trois relations il résulte que 


K(P)eS, lorsque PeZ 


9,15) 
(9,15) et K(P)=P lorsque PeZS,. 
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Or ZS, étant un rétracte de S, (cf. 9,4) il existe une transfor- 
mation 


E=U(Q) 
qui effectue une rétraction de S, en ZS,. 


Cette transformation est done continue pour les QeS, et 
l’on a . 


U(Q) «ZS, lorsque Q es, 
U(Q) = Q lorsque Q e ZS,. 
Formons la transformation composé 


PRCE) 


(9,16) 


où 
T(P) UTP): 


En vertu de (9,15) et (9,16) la transformation R = T(P) 
est définie et continue sur Z et l’on à 


T(P)eZS, lorsque PeZ 
T(P)=P lorsque Pe ZS,. 


Cette transformation effectue donc une rétraction de Z 
sur ZS,, ce qui est impossible en vertu de (9,5). Nous voyons 
ainsi que l’hypothèse que notre théorème soit faux conduit 
à une contradiction, ce qui termine la démonstration. 


$ 10. Énoncé d’un problème relatif à l’existence des demi- 
intégrales asymptotiques et d’un problème aux limites. 

Conservons l’Hypothèse H du $ 3. 

I. Définition d’une demi-intégrale du système (3,1) asympto- 
tique relativement aux ensembles w et Q. Une demi-intégrale 
du système (3,1) (issue d’un point P) sera dite asymptotique 
relativement aux ensembles w et 2 si elle est contenue dans w. 

Il s’agit évidemment des demi-intégrales saturées relati- 
vement à Q, c.-à-d. tendant vers la frontière absolues de Q 
lorsque ¢ tend vers une extrémité de l’intervalle saturé A (P) 
(cf. 4,14 et 4,15). 

La demi-intégrale droite Demi, I(P) est donc asympto- 
tique relativement à w et © alors et seulement alors lorsque 


(10,1) Demi) I CE) Gar. 
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Pour une telle demi-intégrale on aura forcément (cf. 4,18) 
Demi I(P) > front abs (2). 


II. Problème d'existence des demi-intégrales asymptotigues rela- 
tivement: à w et Q: 


Z étant un ensemble, tel que Z Cw+ front (w, 2), Sn 
un point PeZ tel que Demi, I(P) soit asymptotique relati- 
vement à w et 2, ou, ce qui revient au même, telle que la 
relation (10,1) ait lieu? 


III. Le rapport du problème précédent aux problèmes classiques 
relatifs à Vallure asymptotique des intégrales. 

Dans la plupart des problèmes classiques on demande 
s’il existe des intégrales possédant certaines propriétés asympto- 
tiques, propriétés qui sont exprimées analytiquement. On de- 
mande, par exemple, s’il existe une intégrale tendant vers le 
point singulier ou bien se condensant sur un cycle limite. 
On demande s’il existe des intégrales dont la distance de 
l'origine croît plus vite ou plus lentement qu’une fonction 
donnée (par exemple e“ lorsque t—> + co. : 

Or ces problémes pourront étre considérés,. comme cas 
particuliers du problème précédent à condition que Von réussit 
de construire l’ensemble w, tel que toute intégrale asympto- 
tique relativement à w et 2 (au sens de la définition précé- 
dente) jouisse forcément aussi des propriétés asymptotiques 
données sous la forme analytique. Du caractère de ces condi- 
tions analytiques dépendra la forme et la configuration de 
l’ensemble œw qu’il faudra construire. La construction de l’en- 
semble œw est souvent équivalente a la construction de fonctions 
remplissant certaines inégalités différentielles. 

En construisant w il faudra évidemment prendre soin que 
les prémisses des théorèmes qui vont suivre soient remplies 
par w. 

IV. Un problème aux limites. Soient Z et T deux ensembles — 
contenus dans w + front (œw, Q). Existe-t-il deux points AeZ 
et Be LT qui puissent être reliés par un are partiel d’une inté- 
grale du système (3,1), par un arc situé dans w + front (w, Q)? 

V. L'application du Théorème 1 ($ 9) à la solution de ces deux 
problèmes. 
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Le Théorème 1 conduit 4 l’alternative suivante (cf. 9,8 
et 9,9) 


(10,2) ou bien conséq (Po; 0, 2) eS — S, 
(10,3) ou bien conség (Po; w, 2) n’existe pas. 


Or en introduisant certaines conditions supplémentaires 
dans le Théorème 1 on peut exclure ou bien la relation (10,2) 
ou bien (10,3). Si la relation (10,3) west pas possible le Théo- 
rème 1 donne une réponse affirmative au problème aux limites 
(avec T—-S—$;). Si, au contraire la relation (10,2) n’est pas pos- 
sible alors la relation (10,3) entraîne la relation Demi4y)I(P,)C@ 
et le problème d’existence d’une demi-intégrale asymptotique 
relative à w et Q admet une réponse affirmative. 

Nous compléterons, dans la suite, le Théorème 1 par cer- 
taines hypothèses supplementaires de façon à obtenir une 
réponse affirmative à l’un ou à l’autre de ces deux problèmes. 


$ 11. Théorème 2 sur l’existence des intégrales asympto- 
tiques (relatives à w et 2). 

Admettons l’Hypothèse H relativement au système (3,1) 
et supposons que tout point de sortie (relatif à œw, Q et au sys- 
tème 3,1) soit un point de sortie strict c.-à-d. que 


Sortie (w, Q) = Sortie stricte (w, 2) =S. 
Soit Z un ensemble, tel que 


ZCo+S8, 
ZS est un rétracte de S, 
ZS vest pas un rétracte de Z. 


Ceci étant admis il existe au moins un point P,, tel que 
PyeZ—S (c.-à-d. PeZw) 


et que la demi-intégrale droite issue de Py et saturée relative- 
ment à Q soit contenue dans w. Ceci veut dire que 


(11,1) Demi) I(P5) Co. 


Cette demi-intégrale constitue une demi-intégrale asympto- 
tique relative 4 w et Q (cf. définition en question dans le § 10). 
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Démonstration. Posons, dans le Théorème 1 du § 9 Sj= 8. 
L’ensemble S—S, étant vide la relation (9,8) ne sera pas pos- 
sible. La relation (9,9) aura done forcément. lieu et cette rela- 
tion entraîne (11,1) (cf. $ 6, III). 


$ 12. Condition d’existence d’une demi-intégrale asympto- 
tique (relative à w et 2) qui est prolongeable jusqu’à t= + co. 


Définition. Soient deux ensembles ouverts w et 2, tels que 
oCA. 


Nous dirons que la front abs(w) (cf. § 2, I) touche à la 
front abs (Q) exclusivement sur le plan 


t=b (où b est fini ou bien b = + co) 
lorsque pour toute suite de points 


P= (t Pis- DY) 
telle que 


P,ew, P,— front abs (Q) (cf. 2,1) 
on a 


ti, > b. 


Théorème 3. Admettons l’Hypothèse H relativement au 
système (3,1) et supposons que la front abs(w) touche la 
front abs (Q) exclusivement sur le plan t=6 (où b est fini ou 
bien b =+ co). Supposons que 

Sortie (w, Q) = Sortie stricte(w,2)=S8, 
ZCo+S8, 
ZS est un rétracte de S, 
ZS west pas rétracte de Z. 
Ceci étant admis il existe un point 
P,= (to Pos PI), 
tel que 
Poe Z—S (c.-à-d. Poe Zw) 
et que 


(12,1) Demi) I(Po) Co . 
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Cette demi-intégrale est asymptotique relativement à w 
et © (cf. $ 10) et Pon a 


(12,2) I(t, Po) ew lorsque to <t<b. 


Démonstration. Nous avons désigné par A(P)=(a(P), B(P)) 
l'intervalle saturé de Z(t, P) (cf. 4,7 et 4,8). En vertu de (12,1) 
et de la définition de 

Demi; I(Po) on à 
I(t, Pi)ew lorsque tp) <t<B(P,;) 

Afin d'établir (12,2) il suffit de prouver que B(P,)=b. Soit 

(12,3) to<t,<P(Po), ty > B(P). 


On aura (cf. 4,20) I(t,, P,) — front abs(Q) et en vertu de 
la définition précédente il s’ensuira que t,—> b ce qui rapproché 
de (12,3) donne h= (P). Notre théorème se trouve ainsi ra- 
mené au Théorème 2 (§ 11). 


§ 13. Une condition d'existence des solutions d’un pro- 
blème aux limites. 

Définition. Supposons que les ensembles w et Q soient 
ouverts et que w C 2. Nous dirons que la front abs (œw) ne touche 
pas à la front abs (Q) lorsqu'il n’existe aucune suite de points P,, 
telle que P,ew, P,— front abs (Q) (cf. 2,1). 


Théorème 4, Admettons l’Hypothèse H relativement au 
système (3,1) et supposons que la front abs(w) ne touche pas 
à la front abs (Q) (cf. la définition précédente). Supposons que 

Sortie (w, Q) = Sortie stricte (w, Q) = 8 
et que pour les ensembles Z et T on ait les relations: 
TCS, ZCo+S—T, 
Z(S—T) est un rétracte de S—T, 
Z(S—T) n’est pas un rétracte de Z. 

Ceci étant admis il existe deux points P,eZo et Que TL 
qui peuvent être reliés par un arc [P,, Qo] d’une intégrale du 
système (3,1) lequel are est situé dans w à l’exception du 
point Q,. Cet arc constitué la solution du problème au limites 
du $ 10 (page 302, IV). 
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Démonstration. Posons 
S=S—T. 
Nous vérifions facilement que les prémisses du Théorème 1 
($ 9) sont remplies. 
Or pour tout Pew le conséq(P;o, Q) existe, car la 
front abs (w) ne touche pas à la front abs 2. Posons, en effet, 


P= (t P,- p?) et choisissons la suite t, de façon que 
to<t,< B(P), ty>to (cf. 4,7 et 4,8). On aura (cf. 4,20) 


I(t,, P) — front abs (Q), 


done pour un certain indice v= on aura, en vertu de la dé- 
finition du présent paragraphe, 


I FEOS O. 
L’are I([to, tu], P) coupera done la front (w, 2) (cf. § 2, IV) 


et, par conséquent, le conséq(P; œw, Q) existe. La relation (9,9) 
n’est donc possible. On aura donc (cf. 9,8) 
conséq (Po; w, Q) e S — Si = T. 
Le point Pp (cf. 9,6) et le point Qo= conség (Po; w, 2) remplis- 
sent évidemment la thèse de notre théorème. 


Exemple. Considérons le système 


da d 
(13,1) = flag), SE = g(2,9,1) 


et supposons que par tout point de l’espace a trois dimen- 
sions © il passe une intégrale unique de ce système. Considé- 
rons le cube 

lel<1, |y|<1, |t|<1 


et désignons par Fi, Fa, Fg, Fa, Fs, Feo ses faces situées respecti- 
vement sur les plans 


se Sealy ST vede 


La front abs (w) ne touche évidemment pas à la front abs (Q). 
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Supposons que l’on ait 


œf(æ,y,t) <0 sur F, et Fs, 
yg(x,y,t)>0 sur F, et F;. 


On vérifie facilement que 
S = Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, 2) = 
= F, HF; +t Fe -Fi -F — F}. 


Supposons que |z| <1, |Yo|<1, ltol<1 et gicio 
deux segments Z et T définis par les relations 


(13,2) s= wy, |y] <1, t=ty (segment Z), 
(13,3) le|<1, Y = Yo, t=1 (segment 7). 


On vérifie facilement que les ensembles w, 2, Z et T 
remplissent les prémisses du Théorème 4 relativement au 
système (13,1). Il existe donc deux points PyeZw, Q,eT qui 
peuvent étre reliès par un are d’une intégrale du système (13,1) 
lequel arc est contenu à l’intérieur du cube w à l’exception de 
l'extrémité Q, qui est située sur la frontière de w. 

Le problème aux limites formulé dans le $ 10, IV admet 
donc une réponse affirmative pour chaque couple des ség- 
ments Z et T qui appartiennes respectivement aux familles 
de segments définies par (13,2) et (13,3). 


$ 14. Pente d’une fonction relative à un système d’équa- 
tions différentielles. 

Les théorèmes précédents sont valables sous l’hypothèse 
permanente que tout point de sortie soit un point de sortie 
strict, c.-à-d. que 
(14,1) Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, Q). 


Or dans la plupart des applications de ces théorèmes l’en- 
semble w est limité par un nombre fini d’hypersurfaces dont 
Vhyperplan tangent dépend d’une façon continue de la posi- 
tion du point de contact. Ces hypersurfaces sont définies par 
des équations de la forme g(t, 7%,..., Zn) = 0. 

Il est important d'indiquer certaines propriétés analytiques 
de ces fonctions g, propriétés desquelles résulte l'égalité (14,1). 
Nous nous adressons à l’examen de ce sujet. 

20* 
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I. Définition. Supposons que les deuxiémes membres 
du systéme (3,1) soient continues dans un ensemble ouvert Q, 
sans supposer forcément l’unicité des intégrales issues d’un point 
quelconque. Soit : 


(14,2) Gt, Ti»... En) 


une fonction de classe C1 (c.-à-d. possédant des dérivées pre- 
mières continues) dans l’ensemble ©. Soit 


(14,3) P,= (ty, 29, ..., 09) EQ 
et soit 
(14,4) RU) (CE) 
une intégrale du système (3,1) issue de Py, c.-à-d.. telle que 
(14,5) ele (EL): 
Posons 
(14,6) | p(t) = g (t, 0 (t),...,&n(t))=9(Z(1, Po)). 
La dérivée 
(14,7) 9 (to) 


sera dite pente de la fonction g(t, 21...) %n) au point P, relative 
au systéme (3,1). 
En vertu de (3,1) on aura 
pente de g au point P= ' (to) = gi(Po) + 


(14,8) i 3d(Po) fi(Po)- 39) 


II. Remarque. Supposons que 
(14,9) g(Po)=0. 


Si la pente (14,8) est positive il existe évidemment un 
nombre 6>0, tel que 


g(I(t, Py) <0 lorsque tj) —d<t<t, 


14,10 
(14,10) g(I(t, Py) > 0 lorsque 1, <t <te +ô. 


16) Car I(to,Po) =Po. 
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Si cette pente négative il existe un 6>0, tel que 


g(L(t, Po) >0 lorsque tj —d6<t<t, 


(14,11) 
g(I(t, Po) <0 lorsque it, <t Lto +8. 


$ 15. Cas de l’ensemble polyfacial régulier relativement au 
système (3,1). 


I. Définition. Supposons que les fonctions 
(15,1) l=(t,%1,:--3%n); MAÉ, Dis; Ln), («ole 10) 


soient de classe C1 (c.-à-d. possèdent les dérivées premières conti- 
nues) dans un ensemble ouvert 2. Désignons par w l’ensemble 
des points vérifiant le système des relations 


(15,2) PeQ, le(P)<0, mé(P)<0, (a=1,...,p; B=1,.-.,9)- 


Soient L” et M® (y =1,...,p; ò=1,...,9) les ensembles des 
points P vérifiant respectivement les relations 


PQ, W(P)=0, 
(15,3) | 14(P) <0, (a=1,...,2); me(P) <0, (8=1,...,9) 
(ensemble L?). 


PeQ, mi(P)=0, 
(15,4) { E(P)<0, (a=1,...,p); m(P) <0, (6 =1,...,9) 
(ensemble Mi). 


Supposons que pour i<y <p la fonction l>(P)ait la pente 1?) 
positive en chaque point de L” et que pour 1<6 <q la fonction 
m°(P) ait la pente négative en chaque point de M°. 

Si ces hypothèses sont remplies l’ensemble @, défini par 
les relations (15,2), sera dit ensemble polyfacial regulier relati- 
vement au système (3,1) possédant comme faces positives les 
ensembles L” et comme faces négatives les ensembles Mô. 

Cette notion est évidemment relative aux fonctions /*(P) 
et mê (P), au système. (3,1) et à l’ensemble 2. L’unicité des 
intégrales du système (3,1) est sans importance pour cette 
définition. 


17) relative au système (3,1). 
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II. Remarque. L’ensemble polyfacial régulier (au sens 
de la définition précédente) est ouvert, car il est défini par 
les inégalité strictes (15,2) concernant les fonctions continues l“ 
et mf envisagées dans l’ensemble ouvert Q. 


III. Théorème 5. Supposons que l’ensemble w soit poly- 
facial régulier aux faces positives L” et négatives Mô (cf. Ja 
définition précédente). Admettons Hypothèse H relativement 
au systéme (3,1) et posons 


(15,5) S = Sortie (w, Q). 
Ceci étant admis nous affirmons que l’égalité 
(15,6) S = Sortie (w, Q) = Sortie stricte (w, Q) 


(intervenant comme prémisse dans les Théoremes 1, 2, 3 et 4) 
a lieu. On a en plus 


(15,7) S=SDr— Suo, 
y/1 6/1 


On pourra done appliquer les Théorémes 1, 2, 3 et 4 lorsque 
leurs autres prémisses (concernant les ensembles Z, Sı ou T) 
sont vérifiées. 


Démonstration. 1ère étape. Nous affirmons que 
(15,8) front (w, 2) C YL*+ X Me. 
Soit en effet. Po «front (w, 2). On aura (cf. 15,2) 
(15,9) P,eQ, (Po) <0, mi)P)<0 (a=1,...,p; B=1,..., q). 
Mais il ne peut pas arriver que toutes ces inégalités soient 
strictes: 1*(P5)<0, mf(Po)<0 car P, serait un point intérieur 
de w (cf. 15,2). Parmi les inégalités larges (15,9) il y a au moins 
une égalité 1”7(P,)=0 ou mé(P;)—0. On a done PyeLy ou 


bien Pye M (ef. 15,3 et 15,4) et la relation (15,8) est ainsi 
établie. 


2-ème étape. Nous affirmons que 


(15,10) (Z M8) Sortie (w,Q) =0. 
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Soit en effet P,= (tos P? ---, p?) un point quelconque de Me. 
Or la fonction mf(P) ayant au point P, la pente négative on 
aura (cf. 14,11) pour un 6>0 assez petit 


m8(I(t, P;))>0 lorsque tj —d<t<t,. 


En vertu de la définition (15,2) de è le point I(t, Po) 
n’appartient pas à œw lorsque ts—d<t<t,. Le point I(t, Po)= Po 
n’appartient done pas a la sortie (w, Q) (cf. § 7, ILL). 


8ème. étape. En vertu de (7,4), (15,8) et (15,10) on a 
sortie stricte (w, Q) C Sortie (w, 2) C front (w, Q) — 2 MP, 
front (w, 2) — Z M! C Z Le + X Me— X Me = ZLe— X MP, 
et, par suite, 
(15,11) Sortie stricte (w, Q) C Sortie (w, Q) C ZLe — 2 MP. 
4ème étape. Nous affirmons que 


(15,12) Z L*— X M°’ C Sortie stricte (w, Q). 


Soit en effet 


(15,13) P = (19, p9,..., p?) € XL*— X MP. 


On aura pour tous les indices a et B (cf. 15,3) 
(15,14) Pre, E(P) <0, mE) <0 
et comme P, n’appartient pas à 2 MF on aura (cf. 15,4) 
(15,15) MEI) 


Le point P, appartient aux certaines faces Le (o= a,,...,a;) 
et n’appartient pas aux autres L" (o= aji,..., @p—r). On aura 
done (ef. 15,14 et 15,3) 

(15,16) le(Po) =0 (0=0,..., ar), 


(ENT) - (Po) 0) (Gia, cn, a). 
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Or les faces Le étant positives on aura pour un 6>0 assez 
petit (cf. 14,10) 


(15,18) le(I(t, P,)) <0 lorsque t,—d<t<to, 
(15,19) le(I(t, Po)) >0 lorsque tj<t<t,+ 6. 


La derniere inégalité donne en vertu de la définition de w 
(cf. 15,2) 


(15,20) I ((to; to + 3], Py) «2 — aw — front (w, 2) = w*. 


Comme I (to, Po) = Po, il résulte de (15,15) et (15,17) que, 
pour les 6>0 assez petits, on aura 


m8(I(t, Po) <0, (I(t, Po)) <0 


lorsque it, —ô <t<t,. De ces inégalités et de (15,18) il résulte 
en vertu de la définion (15,2) de w que 


TI Oxo) Lol Co. 


Cette relation et la relation (15,20) conduisent è la conclu- 
sion que PpeSortie stricte (w, 2). Cette conclusion étant une 
conséquence de la relation (15,13), la relation (15,12) se trouve 
établie. p 

‘ En rapprochant les relations (15,11) et (15,12) on conclut 
à la vérité des relations (15,6) et (15,7). 

$ 16. Extension des résultats précédents aux demi-inté- 
grales gauches. 

Appliquons au système (3,1) le changement de variables 
(16,1) au 

Les ponte P et les EA w et Q paon transformés 
en È, à et ©. 

Si Q=conseg(P;@, 2) alors @ sera ,l’antécédent” de È 
relativemént à ©, © et au système transformé c.-à-d. 

Q = antécéd (P; à, ©). 

Les points de sortie et de sortie stricte se transformeront 

en points d’entrée et d’entrée stricte. Ces points formeront 


les classes ; 
Entrée (w, 2), Entrée stricte (w, 2). 
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La demi-intégrale droite Demi I(t, P) passera en la demi- 
intégrale gauche Demi I (È P). Nous obtenons ainsi le 


Théorème 6. Aux Théorèmes 1—5 correspondent des 
théorémes analogues qui se rapportent aux demi-intégrales 
gauches. La notion de l’antécédent d’un point et celle du point 
@entrée ou d’entrée stricte remplacent les notions analogues 
relatives aux demi-intégrales droites. Cette extension s’obtient 
au moyen de la transformation (16,1). 


§ 17. Extension au cas des variables complexes. 


Théorème 7. Les théorèmes 1—6 peuvent être étendus 
au cas du système (3,1) dans lequel la variable t est. réelle et 
les variables x; et les fonctions f! sont complexes. 

En effet, en décomposant les variables x; et les fonctions f’ 
en leurs parties réelles et imaginaires on passe sur le terrain 
des variables réelles.. 


$ 18. Cas où l’on n’admet pas l’unicité des intégrales du système (3,1). 
Remarque. Conservons la continuité des fonctions fi dans le système (3,1) 
en renonçant de l’hypothèse sur l’unicité de ses intégrales. Supposons 
que è soit un ensemble polyfacial régulier aux faces positives Le et néga- 
tives Me. Or on peut approcher uniformément dans Q la fonction fi par 
une suite de fonctions ifs de classe OM (d’après M. Bielecki)18) ou même 
par une suite des polynòmes (d’après M. H. Whitney) 1°). On peut s’arranger 
de façon que les faces Læ soient positives et les faces MB négatives par 
rapport à chaque système auxiliaire 
dx; 
di 
Pour étendre au système (3,1) par exemple le Théorème 2 il suffit de 
supposer accessoirement que l’ensemble Z soit borné et fermé. Le système Sy 
possède alors une Demi(+) 1,(P,, t) asymptotique relativement à w et Q avec 
P» eZ. Dans cette suite de demi-intégrales on peut choisir une suite par- 
tielle tendant presqu’uniformément vers une Demi+ 7(P,,t) du système (3,1) 
[avec PoeZo]. Ce sera une demi-intégrale asymptotique relativement 
à w, Q et au système (3,1). 


= fi (t,21,...,0v) (t=1,..., 0) (système Sy). 


18) Annales de la Soc. Pol. de Math. T. X, p. 33. 
19) Analytic extensions of differentiable functions defined in closed 
sets. Transactions of the Aimer. Math. Soc. T. 36 (1), 1934, p. 76. 


SUR LA TOPOLOGIE DES ESPACES FONCTIONNELS 


Par CASIMIR KURATOWSKI (Warszawa) 1) 


Désignons, comme d’habitude, par YE l’ensemble des 
fonctions continues y= f(x) définies sur l’espace Æ tout entier 
et dont les valeurs appartiennent à l’espace Y. Dans de 
nombreux problèmes de Topologie et d’Analyse (Fonctions 
analytiques, Equations différentielles) on définit — d’une 
façon conforme au problème envisagé — la notion de limite 
dans l’ensemble YF, en lui conférant ainsi le caractère d’un 
espace topologique. En particulier, si les espaces Æ et Y 
sont métriques, dont le premier est compact. on ,,métrise” 
l’ensemble Y en définissant la distance des fonctions f et g 
appartenant à YF par la formule 


(1) |f—g|= sup | f(x) — g(x)|, 


c. ad. que la distance des fonctions f et g est la borne supé- 
rieure des distances de f(x) à g(x), x parcourant l’espace Æ.. 
Dès que la distance est définie dans l’espace YF, la no- 

tion de limite s’en déduit directement: 

légalité lim, =f veut dire que lim |/,— f|=0, 

t n=co n=c0 
done — en vertu de (1) — que la suite fa converge uniformément 
vers f (dans le sens habituel du môt). 

Cette méthode d’introduire une topologie dans l’espace YF 
cesse d’être applicable lorsque l’espace Æ est non compact 
(ou l’espace Y non borné); dans ce cas la formule (1) peut 
conduire à une distance infinie. 


1) Communication présentée au Congrès des Mathématiciens Polonais 
à Cracovie le 29. V. 1947. 
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Le probleme s’impose de définir la notion de limite dans 
l’espace YF où Æ et Y sont des espaces métriques arbitraires 
ou — plus généralement — des espaces £* (espaces pourvues 
de la notion de limite). Nous allons montrer que ce problème 
se laisse resoudre en entendant par convergence d’une suite 
de fonctions fı, f2;..- vers f (dans l’espace YE) la convergence 
continue de cette suite, qui signifie que l’égalité 


(2) lim x, = x 
entraîne 
(3) lim fn(®n) = f (£) ?). 


Plus précisément: avec la notion de limite ainsi conçue, 
nous allons établir les théorèmes suivants (les espaces Æ, Y,... 
étant supposés L*): 


Th. 1. L'espace YE est un espace L*. 


Th. 2. En posant g(f,x)—f(x), l’opération y est continue 
sur le produit cartésien YE x Æ. 


Th. 3. En posant g(x, t)=f;(x), la continuité de la fonction g 
(sur l’espace Ex TC) équivaut à la continuité de la fonction f 
(qui fait correspondre à tout te une transformation f; de Æ en 
sous-ensemble de Y) *). 


Th. 4—6. YF jouit de trois propriétés suivantes, analogues 
aux propriétés de la puissance en Algèbre: 


ar YTX ZE = (Yx D7, 
op 
5. si Æ — À + B où A et B sont fermés et disjoints, on a 
Y*x YP? ¥**?, 
top 


2) La notion de convergence continue remonte a H. Hahn. Voir 
Theorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, p. 238. 
3) Le problème de l’équivalence de la continuité de g et de celle de f 
pour les espaces non compacts a été considéré par M. Fox, Bull. Amer. 
. Math. Soc. 51 (1945), p. 429—432. 
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6. (YEARS UE, 
top 


la relation M=N désignant que M et N sont homéomorphes. 
top > 
Th. 7. Si l’espace X est compact et Y métrique, la con- 
vergence continue dans l’espace YE équivaut à la convergence 
uniforme. 


1. Préliminaires. Rappelons qu’un ensemble (d’éléments 
arbitraires) est dit un espace £* lorsque la limite oa, 


définie dans cet espace, satisfait aux trois conditions ones 


1° si ima, = et ky<kg<..., on a lima, =a, 


n= n=c0 


2° si pour tout n, n= x, on a liman=%, 


n=% 

3° si la suite Lı, Zo... ne converge pas vers x, elle contient 
une suite partielle rs Lrs.. (où k<ks<...) dont aucune suite 
partielle ne converge vers a 4). 


Un espace £* est dit compact lorsque chaque suite s, das. 
contient une suite partielle convergente. 


Æ èt Y étant deux espaces £*, leur produit cartésien Æ x Y, 
c. ad. l’ensemble des couples (x,y) où æeÆ et yeY, est un 
espace £*, en convenant que la suite de points 2, = (n; Yn) 
converge vers 2 = (x,y) lorsque x= lima, et y = lim yn. 


D'une façon plus générale, X,, Æ>... étant une suite (finie 
ou infinie) d’espaces £*, on confère à l’espace Æ x Lo x... 
le caractère d’un espace £* en convenant que la suite variable 
n= [#1, 22,...] où zie Æ, converge vers la suite 2=[2!,2?,...] 
lorsqu’on a lim zi— gi pour chaque 7. 

n= 

2. Démonstration du th. 1. Il s’agit de prouver que 

l’espace YF satisfait aux conditions 1°—3°. 


4) Pour cette définition (et les suivantes), voir par exemple ma To- 
pologie I, § 14, Monogr. Matemat. 3, Warszawa-Lwów 1933. Les espaces 
satisfaisant aux deux premières conditions ont été introduits par M. Fré- 
chet sous le nom d’espaces £ (Rend. di Palermo 22, 1906). 
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ad 1°) Soient lim f =f et h,<k,<... Il s’agit de démontrer 


n=co 


que lim f} =f. Autrement dit: que la condition (2) entraîne 
(4) lim fa, (Cn) = f (£). 


Dans ce but envisageons la suite {z,,} définie par la con- 
dition: 2n=#, pour khi<m<k, (où ky=0). Il vient: 
lime, = img, =v 5) L’égalité limfm=f implique done 
(d’après la définition de convergence continue) que 


lim fm(£m) =f (2), d'où lim fa, (24,) = f (2), 


puisque l’espace Y satisfait à la condition 1°. Comme zz, = ap. 
la derniére égalité implique (4). 


ad 2°) Soit f, =f pour n=1,2,... Il s’agit de prouver que 
l’égalité (2) entraîne lim f(x,) —f(x). Or ceci est une consé- 
quence directe de la continuité de la fonction f. 


ad 3°) Soit f,,fa,... une suite d’éléments de YF qui ne 
converge pas vers f. Il existe par conséquent une suite de 
points 2%, %2,... qui satisfait à la condition (2) mais non à (3), 
c.à d. que la suite 7,(2,), f(@),... ne converge pas vers f(x) 
D’après la condition 8° (appliquée à l’espace Y) cela implique 
l'existence d’une suite d’entiers k,<k,<... telle qu'aucune 
suite partielle de la suite {fz (x:,)} ne converge vers f(x). Nous 
en déduirons que la suite {/,,} ne contient aucune suite par- 
tielle qui converge vers f (ce qui achevera la démonstration). 

Or supposons par impossible que mj<wms<... et que 
lim fr = f. D’après (2): lim Lim, = T- Donc d’après la défi- 
nition de convergence continue: lim Ven (a m,) =$ (2). Mais cela 


contredit la définition de la suite {k,} Piae i suite Tem (Erm, )} 
est une suite partielle de la suite {f:,(2x,)}. 


3. Démonstration des th. 2 et 3. D’après la définition 
du produit cartésien, la continuité de la fonction y veut 


5) On démontre en effet facilement qu’étant donnée dans un espace £ * 
une suite {ar} telle que lim un=a, toute suite qui s’en obtient en répétant 
ses termes un nombre fini de fois converge vers a. 
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dire que les conditions lim/,=} et lima,=% entraînent 
lim 9( fn, Zn) = P(f, £), €. à d. lim f,(%,) =f (x). Cette implication 
résulte directement de la définition de convergence continue. 

Passons à la démonstration du th. 3. Il s’agit d’établir 
l’équivalence 


(ge YEX®) = [f e (YFTE. 


Admettons d’abord que geY#X®. Pour t fixe, la fonction g 
étant une fonction continue de la variable x, on a fre Yf. 
En outre les conditions (2) et 
(5) limt, =t 

n=co 
entraînent lim g (Ln, tn) = g(x, t), c. ad. lim fi (2:)=7;(x). Cela 
prouve que la convergence de la suite de fonctions {f,} vers 
f+ est continue. Donc 


(6) BEN Po 


Nous venons de démontrer ainsi que la condition (5) im- 
plique (6). Mais cela veut dire que la fonction f est continue; 
en symbole: fe(Y£)®. 

Admettons en second lieu que fe(Y£)®. L’égalité (5) impli- 
que donc (6) et celle-ci rapprochée de (2) donne lim fi (2n) = f(x) 
(en vertu de la convergence continue de la suite {fg} vers fa). 
Cette dernière égalité équivaut a lim g(&,, tn) = g(x,t). Celle-ci 
est donc une conséquence des égalités (2) et (5); la fonction g 
est done continue; en symbole: ge YTX®. 


4. Démonstration des th. 4—6. ad +) Faisons correspon- 
dre à chaque couple de fonctions fe YF, ge ZF, la fonction h 
(„à valeurs complexes”) définie par la condition 


(7) h(a) =[f(x), g(2)]. 


On constate aussitôt que la fonction h, ainsi définie, est 
continue, c.ad. que he(YxZ)*, et que, inversement, 
à chaque he(Yx Z)£ correspond un couple feY*%, ge ZE 
vérifiant l’égalité (7). 

En d’autres termes: en posant h=q(f,g), la fonction » 
transforme l’espace YE x ZE en l’espace (Y x Z)£ tout entier. 
Il s’agit de prouver que cette fonction est bicontinue. 
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Admettons que 
(8) ; lim f, =f et limgn= 9g. 


Il s’agit de montrer qu’en posant h,(#@)=[fn(2), gn(x)], 
on a 
(9) lim h, =h. 


n= 
Or la condition (2) entraîne 


c. à d. lim h,(æ,) = h(x). D’ou Pégalité (9). 
La continuité de la fonction y se trouve ainsi établie. 
Pour démontrer que la fonction g est bicontinue, admettons 
l’égalité (9). Rapprochée de (2), elle implique que lim hn (£n) =ħh(®), 
d’où les égalités (10). Il en résulte que les formules (8) sont 
vérifiées, c. q. f. d. 


Remarque. En modifiant légèrement la démonstration, 
on généralise le th. 4 au cas de produit cartésien fini ou dé- 
nombrable: 


JEUN. KY TOS oc LEP EC ARTE PAoL NE 


ad 5) Faisons correspondre à chaque couple fe YA, geYB, 
la fonction h telle que 
æ) pour veA 
Ho f(#) 1 € 
g(x) pour xe B. 


Les ensembles À et B étant fermés et disjoints, on con- 
state aussitôt que la fonction h est continue: he Y4+8, En 
posant h= p(f, g), on prouve facilement que la fonction g trans- 
forme l’espace Y4xY? en l’espace Y4+8 tout entier. Il 
s’agit de prouver que cette fonction est bicontinue. 

Admettons les formules (8) et (2) pour un point xeA. 
Les ensembles A et B étant disjoints et fermés, tous les points x, 
avec n suffisamment grand appartiennent à A. On a donc 
l'égalité (3), d’où limh,(z,)=h(w). On parvient à la même 
conclusion en supposant que æeB. Les formules (8) impli- 
quent done (9). Cela prouve la continuité de la fonction +. 
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Inversement, en admettant la formule (9), on déduit de 
l’égalité (2), rapprochée de la condition ve A, la formule (3). 
Done la première égalité (8) est vérifiée. Par raison de symétrie, 
il en est de méme de la deuxième. 

La fonction g est done bicontinue. 


ad 6) Faisons correspondre à chaque fonction f«(Y*)® 
la fonction g définie par l'identité du th. 3. Posons g= (pf). 
D’après le th. 3 la fonction y transforme l’espace (9Y£)© en 
l’espace YTX*® tout entier. 


Afin d'établir la continuité de la fonction y, posons 


(11) limf"=f où f (YZ. 


Posons nlx, t) = fe (£), done g,=¢(f"). Il s’agit de mon- 
trer que 


(12) lim gn= 9; 


c. ad. que les conditions (2) et (5) entraînent 


(13) lim gn(Cn, tn) = 9 (2, t). 


Or les conditions (11) et (5) donnent lim f/’=f,, d’où en 
vertu de (2): su 


(14) Tim fe (an) = fi(®) 


et cette dernière égalité équivaut à (13). 
Inversement, en admettant (12), on déduit (13), donc (14), 
des conditions (2) et (5). Il en résulte que lim ff =f: Cette 
n=c0 


dernière égalité étant vérifiée dès que la condition (5) est 
remplie, on en conclut que lim f” = f. La fonction p est donc 
bicontinue. 


5. Démonstration du th. 7. 1° La convergence uniforme 
entraîne la convergence continue (Vespace Æ étant compact 
ou non). 

Admettons, par impossible, que la suite {f} soit uniformé- 


ment convergente, que l’égalité (2) soit vérifiée tandis que 
l’égalité (3) ne le soit pas. 
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La suite {f,(&.)} contient alors une suite partielle {frn (Ck)} 
dont aucune suite partielle ne converge vers f(x). D’autre 
part, la suite {f,} étant uniformément convergente, il en est 
de même de la suite partielle {f,,}. Il existe par conséquent 
une suite d’entiers m,< m.<... telle que l’on a pour tout v'e £: 


LA LA 1 

| fam TOT 
d’où en particulier 

1 

[frm Timp) — (Gr) |< Fe 

La fonction f étant continue par hypothèse, l’égalité (2) 

donne 
lim f(x) = f(z), d’où lim f(a,,, ) = $ (2), 


n=c0 n=00 


done 
lim Tam LA) = f(x), 


contrairement à la définition de la suite {k,}. 


2° Si l’espace Æ est compact, la convergence continue entraîne 
la convergence uniforme. 

Admettons que la suite {fm} ne soit pas uniformément 
convergente vers la fonction f. Il existe par conséquent un 
e> 0, une suite de points {æn} et une suite d’entiers croissants 
{Kn} tels que 


(15) | fi, (n) — f(%n)| > € quel que soit n. 


L’espace Æ étant compact, il est légitime d’admettre 
que la suite {x,} soit convergente, donc que l’égalité (2) soit 
vérifiée. La suite {fn} étant supposée convergente de facon 
continue vers f, on a limfn=f, d’où limf,, =f (d’après le 
th. 1). L’égalité (2) implique done que 
(16) me fig (Wn) = $ (2) 


et que limf(x,)=f(x) (la fonction f étant continue). Cette 


derniére égalité est incompatible avec les formules (15) et (16). 
On parvient ainsi 4 la contradiction prévue. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 21 
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6. Généralisation du th. 7. Soient Æ un espace L*, 
Y un espace métrique et f, fre YF. Pour que la suite {fn} soit 
convergente de façon continue vers f, il faut et il suffit qu’elle 
converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de Æ. 

En effet, en supposant que la suite {f,} converge de facon 
continue vers f sur &, la suite des fonctions partielles fn|4 §) 
converge de façon continue vers /|A, quel que soit l’ensemble A. 
Par conséquent, si A est compact, la convergence de la suite 
{fn|A} est uniforme d’après 5,2°. 

Inversement, admettons que la suite {f,|A} converge uni- 
formément vers {|A quel que soit l’ensemble A compact. Admet- 
tons en outre que l’égalité (2) soit vérifiée. Il s’agit de prouver 
que l’égalité (3) l’est également. 

Désignons par A l’ensemble composé du point æ et de 
tous les points x,, n=1,2,... Cet ensemble étant compact’), 
la suite {f,|A} converge vers f|A de façon continue d’après 5,1°. 
L’égalité (2) entraîne donc (3). 


Remarque. Soit Æ un sous-ensemble ouvert du plan et 
soit Y le plan (complexe). Dans la Théorie des fonctions ana- 
lytiques, on métrise d’habitude l’espace YF de façon. que la 
convergence dans cet espace signifie la convergence uniforme 
sur tout ensemble compact. 

Comme nous venons de démontrer, ce genre de conver- 
gence équivaut à la convergence continue ê), 


6) Nous désignons par le symbole f|A la fonction partielle qui s’obtient' 


de f en restreignant la variabilité de son argument à l’ensemble A. 

7) La compacité de l’ensemble A résulte facilement de l’énoncé suivant, 
valable dans tout espace £* (et qui généralise la condition 1,1°): si 
lim a, = et si aucun terme de la suite {Xn} n’est répété une infinité de 
fois, on a lim x =a. o 

8) Cf. Carathéodory, Math. Ann. 101 (1929), p. 515. 


LES ESPACES CONJUGUÉS, 
LEURS TRANSFORMATIONS INFINITÉSIMALES ET 
INTÉGRATION PAR CONDITIONS À LA LIMITE 


. Par CONSTANTIN Popovici (Bucarest) 


1. Nous appelons espaces conjugués deux séries de va- 
riétés à k dimensions appartenant à un espace à n dimensions, 
telles que les coordonnées des deux séries des sections de ces 
deux variétés satisfont aux équations 


dx; 


OX; 5 i 
dujdvr D + jh dv,’ dl Des n; DRE k. 


(1) 


Nous appelons transformations infinitésimales conjuguées 
deux congruences de courbes définies par les équations tangen- 
tielles 

da; fo d&n 
(RETTORE) 
(2) 
62; E OL, 
Dia, Ca) NOA Cn) 


telles que les opérateurs 


A(z) = 


R 


z dz 
Ua et Bts 


donnent 


(3) A(b;) = aa; + Bb; 


B(a;) = ya; + eb; 
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Nous nous sommes occupé!) de ces espaces dans le cas k = 1. 
Les équations (1) expriment pour n = 3 que les courbes u = ct° 
et v= ct sont des courbes conjuguées sur toute surface dont 
les coordonnées %;, £2, Xg satisfont à l’équation de LAPLACE 


T eda da da 
(4) an en PE 


Nous avons démontré que les éléments tangentiels qui 
définissent les deux congruences de courbes (2) donnent, pour 
ces deux congruences, une famille de surfaces intégrales com- 
munes sur lesquelles les intersections avec les courbes (2) sont 
des courbes conjuguées, si (3) est satisfait. 


Intégration par conditions à la limite 


2. On peut se demander quelles sont les conditions à la 
limite, qui donnent une seule et unique surface dont les coor-. 
données %,, T2, £z satisfont à l’équation (4). Nous verrons que 
ce problème offre une application, cette fois pour la géomé- 
trie, qui nous fera voir, qu’il existe une infinité de solutions 
des équations intégrales 


(5) S(x) + /Z(2,4) S(y) dy = Q(x) 


ainsi que des systèmes de pareilles équations. Elles admettent 
une infinité de solutions dont l’ensemble a la puissance de 
celui des fonctions arbitraires, même si le noyau Z(x,y) est 
continu et admet des dérivées de tout ordre voulu (ou 
les noyaux sont continus etc.). Ce sont des cas où le noyau 
n’est pas représenté dans tout le champ d’intégration par 
une méme expression analytique. Ces noyaux nous les avons 
nommé raccomodes ?). 


1) Sur les surfaces intégrales communes des équations différentielles. 
Thèse Paris 1908. 

2) Sur les formes que doit avoir un vase qui plongé dans l’eau, la partie 
immergée soit une fonction donnée x.(x) de la hauteur totale x du vase. 
Annales de la Soc. Polon. de Math. t. XVII, 1938, p. 67—90. 
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Autogroupes des transformations continues 


8. Le plus simple et le plus intéressant exemple des espa- 
ces conjugués c’est celui où a et e sont nuls dans (3). Ce cas est 
en étroite liaison avec la question que nous avons. appelé des 
autogroupes. Voila de quoi il s’agit: Etant donné un système de 
n fonctions E; de n +1 variables x,,...,@nt, trouver s’il existent 
n autres fonctions aili,- En) telles que les £ forment un groupe 
par rapport a la transformation 


(6) A(é) RO 


mina 3 : 


Cela revient à la recherche des fonctions a; telles que, 

quelle que soit la fonction D(a,,...,4,), on ait 
DD 

7 a + — =P(4,)...)4n). 
( ) Fr at ( 1? ? n) 

Si ces fonctions a; existent, nous dirons que nous sommes 
en possession d’un autogroupe de transformations continues. 

Pour nous en renseigner, formons les expressions b; qui 
résultent des équations linéaires 


an dE re Seize 
(3) BONES A, =e 
Notons 
D(5,,..., En) 
A ee od cui 
(9) (E, æ) Dai Choo) 
On aura 
pra A(a, Li) 
T "= Ala, 
car les a sont fonctions des é 
ainsi 
(8°) B (ai) = 


Formons les paranthèses de Poisson 


. A[B(2)] — B[A(2)] = [A(b;) — B(a;)] È È 
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Pour 2= an, on aura, vu (8’) et (7) 


dan 


0 = [A(b;) — B(a;)] DE 


et supposant A(a,t) +0, on aura, puisque B(a;)=0, récipro- 
quement 


(11) A(b)=0. 

Les équations (8’) et (11) nous les appellons aux intégrales 
réciproques. Notons Vitération 
A(b, ga ) Er A?(a, Li) 


A(b,t)  A(a,t) | 


(10°) 


On aura 


A? (a, ti) = A(a, ti) 
(12) A?(a,t)  A(a,t) 


et les n a étant fonctions des n données É;(%,,..., n; t) on aura 
A (é, wi) _ AlE, xi) 

12' pee 

vi AE, t) 406,1) 

On voit que, si ces n expressions sont des identités, les a; 
existent. Cette vérification est immédiate, car elle ne nécessite 
que des dérivations des fonctions données ¢;. Il en résultent 
des conséquences intéressantes: 1) Si les a forment un groupe 


par rapport à la transformation ata alors les b forment 
i 


à leur tour un groupe par rapport à la transformation bo +e. 
i 
2) Si les È sont algébriques, les a et b le seront aussi. 3) Si les 
(12°) sont des identités, alors les équations de la mécanique 
dx; 
(13) der ED 990) 


admetient un système d’intégrales premières 


da da 
E(x, soe Ung t) = Fi (È ge. a 
et alors le mouvement s'intègre sans aucune quadrature. b; = ci 
sont les trajectoires du mouvement dont les composantes des 
vitesses sont a; = t et réciproquement. 
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Il en résulte aussi l’intégrale générale des équations réci- 
proques: 


AB) 
(14) tela) 
Oj (air -= Gn) =0;(01---3 bn), J=1,...,n, 
avec án +2 fonctions arbitraires à n variables chacune. 


La surface v; —A;, t=T glisse sur la surface 2;=B;,t=G 
et réciproquement, suivant la loi exprimée par les intégrales 
communes 9; = 0;. 


Problèmes à la limite des congruences conjuguées 


4. Limitons nous d’abord au cas de trois dimensions. 
Soient 2, Le, Xg trois fonctions de u et v satisfaisant à l’équation 


(4) Pa _ 4 ou i de 
dudv du ov 

ces trois fonctions représentent les coordonnées d’une surface 

sur laquelle les courbes u= ct et v= ct sont des courbes 

conjuguées. Nous pouvons nous proposer le probleme suivant. 

Déterminer les surfaces dont les coordonnées satisfont a (4) 
et qui passent par deux courbes données dans l’espace £y, Lay Lg. 

Nous verrons que, si ces deux courbes données sont au 
moins une des courbes conjuguées u ou v sur les surfaces, il 
n’existe qu’une seule solution (une seule surface). Dans tous 
les autres cas il existe une infinité de surfaces, qui passent 
par la paire de courbes données. 

Cette infinité de solutions présente un caractére spécial. 
Ce sont des surfaces plissantes. Les plis constituent une sorte 
de singularité essentielle pour ces surfaces qui peuvent pourtant 
avoir un plan tangent déterminé en chaque point. 


5. On peut se proposer un problème analogue. Soient deux 
transformations infinitésimales 


de de oz de 
(15) o odo BAe) Di a 
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qui représentent deux congruences de courbes définies par 
les éléments tangentiels 


(15°) dx; = a;dx, et dx; = b;dtn. 


1) Quelle est la condition pour que ces deux congruences de 
courbes admettent une variété de surfaces intégrales communes 
sur lesquelles ces congruences tracent des courbes conjuguées ? 
2) Trouver ensuite quelles sont les surfaces intégrales qui 
passent par deux courbes données. 

Pour répondre a la première question remarquons que, 
en tenant compte de (15’) et (4) on aura (en désignant les 
dérivées par des accents). 


Li uv =ü» Cao ar CR ep = (ais + Aai) Gr sia Qil Tnv 


(16) sr LA (2 ur LA LA r 
Li, vu stilo TE Di hn, uv = Ab; Cn, u 3P (biu SF ubi) Ln,v - 
On en tire 
= di» nd Diu 
Fit ras Ada; 
et puisque 


di,» Tel Gi, xp Dh, va (i, xp da sl ixn) Tnv = B(aj) Tv 
, 
biu = Di, x, Lh, plac (by ak + bi, xn) Un, u = A(b;) Tn, u 
on peut écrire la condition demandée ainsi 


À l 
gobh, ACO) = = Ti 


(17°) B (a;) = (ai — bi). 

Remarquons que les transformations (15) forment un sy- 
stème complet (c'est-à-dire les deux congruences de caracté- 
ristiques (15’) ont une famille de surfaces intégrales communes). 
Les relations (17’) expriment plus, à savoir que (4) est satisfait, 
et donnent 4 et u. 


6. Répondons a la seconde question. Soient. x;(u,v) les 
coordonnées de la surface qui satisfont à (4), surface qui admet 
donc les u et v constantes comme courbes conjuguées. On sait 
d’après CAUCHY qu’il n’existe qu’une seule intégrale de (4) 
qui prenne pour u = u, une fonction donnée æx(v) et pour v=% 
une fonction donnée z(u). Donc il n’existe qu’une seule surface 
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qui admette ces deux courbes u = Uoi, Vi = 20) et v —Vo;, Li — E(u) 
comme courbes conjuguées. 

D’après PicARD il n’existe qu’une seule intégrale (continue 
ou non) qui pour u= ug et w=v prenne des valeurs données, 
et aussi une seule et unique surface dont les coordonnées pren- 
nent des valeurs données aux points où les intersections des 
projections des deux courbes données (que la surface doit 
contenir) se coupent sur le plan u,v, même lorsque aucune de 
ces deux courbes ne passe par w=c® ou v=c'*. D’après 
GOURSAT aussi. 

Nous avons démontré depuis 1914 et 1915 que dans ce 
dernier cas (qui correspond au problème que nous posons 
aujourd’hui) l’équation (4) admet une infinité de solutions, 
done, en ce qui nous regarde aujourd’hui, une infinité de sur- 
faces qui passent par deux courbes données [dont aucune 
n’est caractèristique de (4)]. 


7. Mais ces surfaces, sauf peut-étre une, auront un caractére 
particulier. Elles peuvent étre continues, méme ayant un plan 
tangent déterminé en chaque point, sans .que les fonctions qui 
expriment leurs coordonnées soient nécessairement des fonc- 
tions continues. Elles sont en général des surfaces plissantes, 
dans une région qui joue un rôle analogue à celui des singu- 
larités essentielles. Ainsi soient par exemple 4 =u =0. On aura 
des équations aux intégrales réciproques A(b;)—0, B(a;)=0. 
Prenons le cas =u, y=, z=z(u, v) donc 2,,—0, z —X(x) + Y(y). 
Voyons s’il n’existe qu’une seule surface passant par deux 
courbes données: #=f(x) pour y=x et z =%(x) pour y=4%. 
On devra avoir 


(18) Y(A2) —Y(æ) = g(a), g =p—f. 


Y n’admet d’après GOURSAT qu’une solution 
(19) Ya)=— X q(X"x) 
n=0 


qui peut ne pas méme exister, si cette série est divergente. Nous 
verrons que (18) admet une infinité de solutions, que (19) 
soit convergent ou non. PICARD croyait que, plus généralement 


(20) Y(w) — P(x) Y(Ax) = g(a) 
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n’admet qu’une seule solution, qui se réduise à une valeur 
donnée 4 et qu’elle sera convergente si 


P(0)=1, I*=P(x) P(Ax)… P(J4x) 


est convergent pour k = + co et si Dm g(2#x) converge aussi, 


= 
et si g(0)=0. Pourtant il existe eae infinité de solutions, 
telles que 3) 


(19’) Y(x y= Sal 2" x) + Su (2x O pata 

avec u(x) fonction arbitraire, qui peut être choisie pour la 
convergence si (19) est divergent. (19’) sera discontinu pour 
x = 0 (mais d’un seul tenant si l’on veut), pourtant elle y pourra 
prendre une valeur donnée a si g(0)—0. On prendra par exemple 


gP. 
Ta 

La surface intégrale est plissante pour æ—-0, mais peut 
y avoir en chaque point un plan tangent déterminé si g(0)=0. 
Les fonctions qui expriment les coordonnées d’une surface 
peuvent être et même doivent être discontinues si on exige 
que la surface passe par deux courbes qui ne se coupent 
pas (aux points où les ombres de ces deux courbes se coupent 
les discontinuités se relèvent); ceci n'empêche pas nécessaire- 
ment que la surface y soit continue et même admette en 
chaque point un plan tangent déterminé. 


(20) u(æ) = 


8. Pour le cas général, le problème se ramène au suivant. 
Trouver trois intégrales z(u,v) de (4) qui prennent respective- 
ment pour v—plu) les valeurs Xj{u) et pour v= q(u) les va- 
leurs X{u). Nous emploierons pour l'intégrale générale de (4) 
la forme de M. LE Roux: 


(21) wxv(u,v)= | F(a)o(u,v;a)da + | ®(a)o(u,v; a)da 
j fou 


3) Voir E. Picard, C. R. Ac. Sc. Paris 1907, mai 13 ,,Sur une équation 
fonctionnelle“ et sous même titre C. Popovici C. R. Ac. Sc. Paris 1914, 
t. 158, p. 1867-—69. 
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où F et ® sont deux fonctions arbitraires de l’intégration, 
a un paramètre arbitraire, o et o deux intégrales particulières 
satisfaisant aux relations 


2 + A(u,0) 0 =0 pour a—= et 
(22) 9 
Si + u(u,v)o=90 pour a =v. 
Les conditions à la limite seront exprimées par 
plu) 


i a) da + fo s(u,a)da 


0 
(22 ) g(u) 


w= ft arlu, ajda + f ®(a)s(u,0 Da 


0 


où r(u,a)=g(v,p(v); a), s(u, a)Z0(u;p(u)ja); ri(u,a)=0(u,g(u); a), 
s(u,a)=o(u,q(u);a) On aura pour les inconnues F et D 
les séries F=2Xf,, ® — Zy, avec les relations de récurrence 


u plu) 
= - [te 7(u,a)da — uf ee s(u, a) da 
0 


0 


(24) 
falu) Ry(u) + pa(g(u)) ag )= 
"dins(a) ‘tonal 
= (4, a) da — (u,a) da 
fl sus fe 
où )=r(u,u), S(u)=s(u,vu); 7(u,a)=7r(u,a)—r(u,u), 


Ru 
3(u, a) = s(u,a)—s(u,w) et pour avoir Ri, Si 7,8 


on remplace plus haut p par q. 

En éliminant fa(u) nous obtenons pour chaque m une égua- 
tion fonctionnelle en g,, dont nous avons donné différents moyens 
de résolution“). Il serait intéressant d'étudier dans quelles 


4) Voir Ann. Soe. Pol. Math: loc. cit. 
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circonstances on a des solutions continues, ou au moins à va- 
riation totale finie. 

En resumé nous ayons trouyé quelles sont les surfaces qui, 
ayant pour conjuguées les courbes caractéristiques de l’équa- 
tion (4) 2%, =u + u£,, passent par deux courbes données 
et nous avons précisé que, lorsqu’aucune de ces deux courbes 
mest pas une caractéristique de cette équation, il existe une 
infinité de surfaces (plissantes, sauf une). Si une des courbes 
données est u, ou v constantes, il existe une seule surface. 


9. Il est naturel de nous poser maintenant certains pro- 
blèmes spécifiques à la théorie des conjugués envisagés. Ainsi 

1) Quelles sont les autres courbes conjuguées sur les surfaces 
solutions de notre problème? 2) A quelle condition une surface 
doii-elle contenir un couple de courbes données (couple de u, v) 
et les admettre comme courbes conjuguées ? 

On doit chercher quelles sont les fonctions u(a,B), v(a, f), 
telles que les solutions ~; de (4) admettent comme courbes 
conjuguées a—c® et = ct. Mettons la condition que 
Lag =la + mag. 

On trouve après une série de réductions 


UL r LA tr , r 
| Liu Liu iv Liv Liu iv 
sr , PIT. r O ny, 
(25) Lou Lou 0,0) Ua Ug + | La, Tau L2,y | Vale =9. 
LL + tt 4 LA 
Tout Liu ‘03,0 Ts,w Liu 93,0 


Les fonctions 2,, 7,7, et une fonction u ou v étant données, 
on trouve l’autre. On peut également se donner une relation 
entre u et v, par exemple celle qui exprime que a et f sont 
lignes de courbure, ou lignes asymptotiques. 

On voit aussi, que si l’on se donne successivement trois 
expressions du rapport o=uzug/vav; on aura trois équations 
du second ordre aux inconnues %,,%,,%3 qui nous montrent 
l’ensemble des solutions (surfaces) qui admettent des lignes 
conjuguées satisfaisant à ces trois valeurs de o. L’ensemble 
des surfaces (solutions %,,%2,%3) dépendra de trois paires de 
fonctions arbitraires à une variable, les F, et ®;, i—1, 2,3, 
de (23). 


10. Lorsque les congruences sont définies par les équa- 
tions (3), alors il faut chercher les transformations qui trans- 
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forment deux familles de courbes conjuguées en deux autres 
familles aussi conjuguées. Nous avons démontré dans notre 
thèse que cela arrive si l’on remplace (2) par i 


(26) dx;/d%, = pai + (1—9p)b;, Ke ra; + (1—7r)b, 


où a,=b,=1, et 


(27) pr SAAS B(b;) (CA — bp) — B(b,) (a,— b) 

yy) i A(a,) (ag — bz) —A(ag) (a, — b1) ? 
lorsque p=7, nous aurons deux congruences de lignes asymto- 
tiques. 

Regardant (17’), on voit que, si B(a;)=0, ou si dans (4) 
4=0, alors on retrouve le théorème de Ko6nies: Si une 
famille de cylindres entoure une surface, alors les courbes de 
contact sont conjuguées avec les courbes qui ont pour tangentes 
| les génératrices des cylindres. Nous pouvons en plus remarquer 
que, lorsque les lignes de contact des cylindres forment une con- 
gruence de courbes planes, la relation qui exprime ce fait, exprime 
aussi, que nos lignes conjuguées sont des lignes de courbure. 

Lorsque Z=0 et »=0, nous avons vu que B(a;)=0 et 
A(')=0 et que A(a)=7F;(a) et B(b;) —@®;(b). Lorsque seuls 
les A(b;)=0, alors nous avons seulement les 


B(b;) = B(bn—1) Pil Dy). Ont), t =1,...,n—2. 
Nous dirons que nous avons des sousautogroupes. 


11. Passons maintenant aux équations d’ordre supérieur. 
Limitons nous a l’équation. 


(28) gt 20! 


u, V, W 
Il n’existe qu’une seule surface £i, Lo, Lzy La de U,V, W, CON- 
tinue ou non, qui passe par trois surfaces données situées 
dans les plans caractéristiques de (28) parce que l’intégrale 
géuérale de (28). 


(29) w=f,(u,v) + fe(0,w)+fs(w,u)+ p(w) + pau) + palv) + k 
avec les f, y et k arbitraires, n’admet qu’une solution, continue 
ou non, qui passe par trois surfaces: 

w= wo, v=F (u,v) + Du) + P4(v)+ G3 U=, v =F,(v, w) + 


30 
CD + ®,(v)+¥,(w)+ C5 V=%, =F ,(w, U) + Dw) + Pi(u)+ cz. 
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On aura pour les sept inconnues f, g et k bien solutions Amigues 


h =F; h =Fe fs = 
Pilz) = Plz) — F(z, Uo) = bias —Fs(00,2) 
pale) = Pole) —F(2,00) = P1(2) —Fa(wo; 2) 
P3(2) = Pilz) — F(z, Wo) = Dalz) —Fy(Uo, 2) 
k = Cı — pwo) = C2 — Pelto) = C3 — Y3(%o) 
qui expriment en méme temps des relations de compatibilité 
entre les données (30). 

Méme si ces relations de compatibilité ne sont pas satis- 
faites, on aura tout de méme des solutions. Elles seront encore 
uniques, mais discontinues ou nonuniformes. Ceci s’impose si 
les trois surfaces données ne se coupent pas dans un point. 

Si au lieu de (30) nous imposons 4 Vintégrale (29) qu’elle 
ne soit pas située dans des plans caractéristiques, alors nous 
aurons pour la différence de deux intégrales des expressions 
de ce genre 


x(u, glu), w) — x(u, u, w) = ho(u) F È halt) Tn(w); 
avec gq,.h5, hn donnés. Mettons 
z= D'an(u V) + yn(0) On(W) + En(w) onlu). 
On devra avoir 


Dan(U){[Bn(9(U))— Bn(4)]= halu), ynlq(u)] — yalt) =hn(u). 

On peut prendre les an, Ên arbitraires sauf une et ajouter 
ensuite à chaque solution de y, et aux fn une périodique arbi- 
traire en q, c’est-à-dire p[q(u)] = p(w). Les solutions seront en 
général plissantes vers q(u) =u. On prendra 6,(w)—r,(w), en- 
suite e, et 0, arbitraires. 

12. Nos problèmes peuvent étre généralisés pour des équa- 
tions. complètes 

Ax: +2Ba + Cry + Dax, + Ex, +F = 
lorsque nous introduisons au lieu de w et v les variables a et B 
le discriminant de l’équation transformée garde son genre, 
parce que le nouveau discriminant sera 
(B2 — AC)(uzve — ugve)?. 

On aura évidemment des invariances pareilles pour les 

équations d’ordre supérieur. 


SUR UN SYSTÈME SIMPLE D’ÉQUATIONS 
DU SECOND ORDRE 


Par MAURICE JANET (Paris) 


Je dédie le présent article 4 la mémoire très vénérée et 
très chère du Professeur ST. ZAREMBA. 

Ce petit travail a son origine dans le désir de terminer 
une application particulière faite par M. ELIE CARTAN de sa 
théorie de l’équivalence. J'ai été amené à ce propos a faire 
une étude complète d’un système simple du second ordre et 
cette étude m’a semblé présenter quelque intérét en elle-méme. 

Je donne d’abord les conditions différentielles auxquelles 
doivent satisfaire les fonctions a, B, y,6 de x,y pour que la 
solution du systéme d’équations aux dérivées partielles 4 une 
fonction inconnue z de x,y (dont nous désignerons les dérivées 
premières par p,q et les dérivées secondes par 7, s, t) 

(1) r=ap, 28=Bp+yvg, t=0dq 

ait un degré de généralité maximum, autrement dit dépende 
‘ de trois constantes arbitraires!). Je donne ensuite les con- 
ditions différentielles auxquelles doivent satisfaire les mémes 
fonctions pour que la solution de (1) dépende de deux constantes 
arbitraires. Le premier système de conditions constitue un 
système normal de quatre équations aux quatre inconnues 
a, f, y, ô. Il se ramène d’ailleurs à deux équations classiques 
du second ordre, l’équation de LIOUVILLE d’une part, équation 


(x + y} è? = 1pq 
d’autre part, intégrables toutes deux explicitement. 


1) Cf. Appell: J. d. Liouville 3°™® série t. 8, p. 192. 
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Le second système, qui est constitué par deux équations 
entre les quatre fonctions a, B, y, à est utilisé pour l’appli- 
cation que nous avions en vue, à savoir la formation effective 
des deux équations aux dérivées partielles auxquelles doit 
satisfaire une fonction f pour que l'équation différentielle 
ordinaire | 


d 
ae = fay) 


admette un groupe à un paramètre de la forme 
(= = iW 
où X est fonction de x et Y fonction de y. 


I. Le système (1) est toujours vérifié par une constante 
arbitraire. En général il n’a pas d’autre solution. Il est d’autre 
part évident que si deux solutions analytiques correspondent 
à un même système de valeurs initiales pour æ—%5, y= Yo 
de 2, p,q, ces deux solutions coincident. La solution générale 
dépend donc au plus de trois constantes arbitraires. Nous 
aurons à préciser dans quel cas elle dépend de trois constantes 
et dans quel cas elle dépend de deux constantes seulement. 


z étant une fonction arbitraire de x et y, posons: 

r—ap=A, 2s—(Bp+yg)=B, t—dq=C. 

On apercoit aisément les deux identités suivantes: 
Lp +Mq=2C,—B,+(s—5)B—y0=1, 
Np+Rq=2A,—B, + (a pr z) B—pA =J, 


où on a posé 


Considérons maintenant le système (1) autrement dit: 
A=0, B=0, C=0. Pour que les trois valeurs initiales de 
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2, D, q, puissent être prises arbitrairement, on voit qu'il est 
nécessaire que les quatre fonctions L, M, N, R soient identique- 
ment nulles. Il est aisé de voir que ces conditions nécessaires 
sont aussi suffisantes. Rappelons la méthode classique?) uti- 
lisée pour s’en rendre compte. Donnons sur 7=2, la fonction 
z de y déterminée par l’équation différentielle 

de de 

dy? dy 
et les valeurs initiales 2, et q, de z et de 5 pour Y = Yo. 

Donnons d’autre part sur x = v, la fonction p de y déter- 

minée par l’équation différentielle 


"dy 
et la valeur initiale pọ de p pour y=Y. 

Ces fonctions z et p utilisées comme fonctions initiales 
sur “=a, pour l’équation aux dérivées partielles r — ap déter- 


minent entiérement la fonction 2 de x et y; A est nul partout. 
Les équations 


Oued 
B,=(a—2), Cry + 5B +(5—2)B 


vérifiées partout et telles que, sur v=% on ait B—0 et C—0 
montrent que l’on a partout B—0 et C—0. Le système pro- 
posé est donc entièrement vérifié. La solution générale dépend 
donc de trois constantes arbitraires 29, Po; do - 


II. Supposons maintenant que l’une au moins des quatre 
expressions L, M, N, È ne soit pas identiquement nulle. Nous 
supposons?) pour.fixer les idées L +0. 


2) On peut aussi utiliser le théorème de Frobenius sur les systèmes 
complètement intégrables. 

3) Remarquons avant tout que si g et a. sont tous deux nuls sans 
que M et R le soient tous deux, la solution dépend de deux constantes 
arbitraires: elle est de la forme C; X + 0, où X désigne une certaine fonction 
de x. Remarquons d’autre part (R;) que si Z=R=0 avec M+0 et N+0, 
I et J fournissent deux formes linéaires en p,q indépendantes et (R,) que 


M 
si L=R=N=0 avec Mg+0, I et Ix--LA— > B fournissent encore 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 22 
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De nouvelles combinaisons linéaires des premiers membres 
des équations données conduisent à de nouvelles expressions 
linéaires en p,q. En posant 

Oe Bit (s— f)B—70=1 
on trouve 
(La +mÉ+L, )p Le (Sr Yi, )e= I i 
L B 
(z : +Ly)p 2 (Z +Mô +ato)a = Lo MO. 


Pour que la solution du système proposé dépende de deux 
constantes arbitraires, il est évidemment nécessaire que ces 
nouvelles expressions linéaires en p,q ne soient indépendantes 
ni l’un ni l’autre de la DO go Lp + Mq. 


On est donc amené à écrire les deux conditions suivantes 
M(La+ dla L)- r +M,)=0 
u(D§ +2,)—1 (z; +M0 +M,|= 
2 y 2 YN = 


qui peuvent s'écrire encore 


deux formes linéaires en p,q indépendantes; dans chacun de ces deux 
cas, le système (1) n’a donc pas d’autre solution qu’une constante arbitraire. 
Conclusions analogues si y et dr sont tous deux nuls sans que N et L le 
soient, etc. 

En dehors du cas examiné dans le texte, et du cas analogue obtenu en sup- 
posant R+0, peut-il se faire que la solution de (1) dépende de deux constantes 
arbitraires? Il faut pour cela que L=£=0 et que (d’après R,) l’une au 
moins des expressions M,N soit nulle, supposons N=0; il faut de plus 
évidemment M+ 0; mais (d’après R,) il faudra alors 8—0. Cette égalité rap- 
prochée de N=0 donne ay =0. Au total les seuls cas que nous pourrions 
laisser échapper rentrent dans un des types #=ay=0 ou y=dx=0. Un 
calcul aisé montre que pour l’application faite au paragraphe IV il n’y a pas 
à tenir compte de ces cas d’exception. 
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en désignant par Z le rapport M/L et par P, Q les deux dérivées 
partielles de Z par rapport à x, y. 

Supposons inversement que l’on ait entre les quatre 
fonctions a, B, y, Ô les deux relations indiquées (avec Piné- 
galité L+0); je dis que la solution du système proposé dépend 
de deux constantes arbitraires. 

On pourrait s’en rendre compte par une méthode analogue 
à celle qui a servi au paragraphe I, en utilisant les identités 
précedemment écrites, mais nous allons le voir par un autre 
procédé qui conduira à une véritable intégration du système. 

Nous avons à examiner les conséquences) que l’on peut 
tirer des trois relations en a, B, y, ô, Z constituées par les deux 
égalités (2) et l'égalité LZ —M= 0. 

L’élimination de a et 6 entre ces trois équations conduit 
immédiatement à l’unique relation en fp, y, Z suivante: 

(z -s+ ale (—BZ)y=0. 

On voit done que l’expression y—fZ peut être considérée 
comme la dérivée partielle par rapport à x d’une fonction W 
Leo — ni sera la dérivée par rapport a y. 
Posons maintenant V= W+ 2 log Z. 

La relation entre W et Z: W.+ZW,+2Z,=0 conduit 


à la relation entre W et V 


de x,y dont — 


4 Wi 
e V, +e? W;=0. 
Vi Lu 
— e? et e? peuvent étre considérées commes les dérivées 


partielles par rapport à x et y d’une même fonction U; d’où 
finalement les formules suivantes: 


Ux FU 
re ir 
et les valeurs correspondantes de a, 6 
Ux Uy 
a= DE ’ d= U, . 


4) Une de ces conséquences, qui résulte implicitement du calcul ci- 
dessous, est légalité NZ —R =0; il est aisé aussi de l’obtenir directement. 
22% 
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Considérons donc un système de la forme (1) où a, y, 6 
sont donnés en fonction de deux fonctions arbitraires B et U 
par les formules suivantes 


Use _2Ux,g BU, — Me 
Toe dii i dpi? 


== 


Il est bien évident maintenant que ce système admet une 
solution non constante, à savoir U de x, y. Il admet dès lors 
pour solution toutes les fonctions C,U + C, où C, et C, sont 
deux constantes arbitraires. 

On voit que l’on a été amené chemin faisant à remarquer 
l'identité suivante valable pour toute fonction z de a, y 


p 8 8 
vel) O- 
| 5 dlxy Pix \dy 
qui résoud explicitement de la manière la plus générale l’équa- 


tion à deux inconnues (log a = Qal 
Q xy 

III, Les conditions trouvées au paragraphe I pour que la 
solution dépende de trois constantes arbitraires constituent un 
système normal de quatre équations à quatre fonctions incon- 
nues a, f, y, 6. Ces quatre fonctions dépendront donc alors de 
quatre fonctions arbitraires d’une variable. Mais il y a plus, 
et nous allons en ramener l’intégration à celle de deux équa- 
tions bien connues du second ordre. 

L’élimination de a, ô conduit immédiatement aux deux 
relations suivantes en B, y 5). 


E-a- 7 = oe bres — 0 
6 


HE RETE 


La première est une équation du second ordre en By qui 
n’est autre que l’équation, bien connue, de LIOUVILLE. Quant 
à la seconde elle n’est pas distincte en réalité d’une équation 


5) Nous nous bornons ici, pour abréger, au cas où £ et y sont supposés 
différents de zéro. 
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résolue plus haut. En employant un procédé analogue, on est 
amené à écrire 6 =U,;,/Ux; y=Uxy/Uy. En portant ces ya- 
leurs de f, y dans l’expression générale de la solution de l’équa- 
tion de LIOUVILLE 

4X'Y" 

CERN); 


où X est fonction de x et Y fonction de y, et où X’, Y’ 
représentent leurs dérivées, on est amené pour la fonction. U 
à l’équation suivante, qui est, elle aussi, classique 
4X'Y" 
72 = SS SS . 
Ve apr li 
L’intégration de cette équation (cf. Goursat Equations 

aux dérivées partielles du second ordre”, tome II, p. 186) con- 
duit aux valeurs suivantes de f, y, a, ô: 


se 2Y'v lo uX’ 
CREO Sx Y) 
2X'u Re oN 
Vpn ee er) 
avec 
arci n E= 
Cobas y 


é étant une fonction de x et 7 fonction de y et ¢', 7’ représentant 
leurs dérivées. 

Le système proposé (1) conduit done aux relations 

Au Y Y'v quan ae oa 

ES IE vu ve DS ~ (X + Y/2 

où X,, Y, désignent respectivement une fonction de œ seul et 
une fonction de y seul. 

En comparant la valeur de s tirée de la premiére équation 
par dérivation relativement à y et la valeur de s que l’on vient 
d’écrire, on est ramené à la relation 


PURE E =O 


On tire immédiatement de la: X,=aX+b, Y,—aY—b, 
où a et b sont constantes. 


(uX,+ 0 Y;) 
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La solution du système proposé est donc trouvée a l’aide 
de quadratures avec trois constantes arbitraires. 

En définitive, en prenant, pour simplifier, X =g, Y=y, le 
système (1) défini par les fonctions É(x), 7(y) et les égalités 


ECO CA 

Tip” gg de By 
ehi Preto Une oto 24 slo dla À 
Tu apy’ È (@Fyju’ ’=(ety)o? ~o æ+Y 


admet pour l'intégrale générale 


n — Sut JE. 
ery ory 


c+d 


IV. M. ELIE CARTAN a traité 6) à titre d’application particu- 
lière de sa théorie, le problème de l’équivalence de deux équa- 
tions différentielles 


dy dy _ 
a= = f(x, y), dn TE (09) 


vis à vis du groupe de transformations 

d=X, y' =Y, 
où X, Y désignent deux fonctions arbitraires, la première de x, 
la seconde de y. Posons’) avec M. CARTAN 

w= mfds, w= mdy. 
La différentielle d’une fonction arbitraire s'écrira 

d = w X, + wX. 
ou 
= 
mf 


En 


ro) 
Dek OE ay” 


S| 


SG 


6) Ann. Scient. Éc. Normale Sup-ère t. 25 (1908), p. 78 et suiv. 

7) Je modifie légèrement les notations de M. Cartan; en particulier 
je désigne ici par m une fonction quelconque de x, y, la notation u étant 
réservée pour la suite dans un autre sens. 
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Les différentielles symboliques de @,, w s’écrivent 


do, =A w w A m? f 
d w = B w w _ Mx 
Emef 


ou encore en introduisant la nouvelle forme différentielle 
do,=0,0, w= — Ba,+Aa, 


do; =ww, dw = (X, A +X, B) w 0, 


1 logy 
X,A+X,B= — PT RR 

Le cas où le produit d’une fonction de x par une fonction 
de y conduit aux équations admettant un groupe a trois para- 


mètres; équations réductibles a la forme = — 1; groupe défini 


par les formules 
c'=a,0 + az, Y=ay+ a. 


Dans le cas où (log f)., +0, le fait que A et B ne peuvent 
étre toutes deux constantes, montre que le groupe admis par 
l’équation est à 1 paramètre au plus. On est amené à se de- 
mander si X,A et X, A peuvent être à la fois fonctions de À, 
Si d’ailleurs il en est ainsi, on voit que pour toute fonction 
I de A, X,I et X,I sont aussi fonctions de A et de plus 


MIA 
AT LA 


En: particulier c’est vrai pour le rapport 


TAA 
T AA 


que nous appellerons u. On a done 
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En appliquant l’identité fondamentale a l’égalité 
du = wm X, (u) + wX (u) 
on trouve 
A X,(u) +BX,(u) = [X,(u)}? 


qui permet de voir que B sera lui-même fonction de u dès 
que X, u, X u, A le seront. Or les égalités 


X (u) 
X (u) 


=u, X,(u) =G@(u) 


permettant d’avoir f et m en fonction de u d’où Vexpression 
de A 


ug ab Aiolos) gti 
du Ux Uy 
On voit que pour que A soit fonction de u il est nécessaire 
que ae soit fonction de w ou, ce qui revient au même, que 
x Wy 
l’on ait ’équation aux dérivées partielles suivante, du troisième 


ordre en u; 
(log za) = 0 
Uy/xy 


l'équation qui s’intègre explicitement 5) à l’aide de trois fonc- 
tions arbitraires U,a,b d’une variable: u = U(a +b), a étant 
fonction de x, et b fonction de y. 


La fonction f est donc donnée par la formule générale: 


, 


DE a 
~ b'U(a+ b) 
et léquation différentielle te) = f(x,y) est réductible a la 


8) Cette intégration prouve que cette équation aux dérivées partielles 
doit garder la même forme quelle que soit celle des variables u, x, y que 
l’on considère comme fonctions des deux autres. 
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forme = = U(x + y) qui admet le groupe à un paramètre 


Gis B= Oo. yY=y—a. 


A quelles conditions différentielles satisfont toutes les fonc- 
tions f trouvées? 


On voit immédiatement que log f, que nous appellerons F, 
satisfait à l’équation 


TR 


quo =) Y=5 représentent des fonctions respectivement 
de x seul et de y seul. Inversement, toute fonction F satisfaisant 
à une équation de cette forme peut être considérée comme le 


log d’une fonction de la forme Monta, x 

Cette relation montre que YF,,, XF,, peuvent être consi- 
dérées comme les dérivées partielles par rapport à x, y d’une 
même fonction H de x,y. Inversement s’il existe une fonc- 
tion H non constante satisfaisant au système 


NOR Te la carom zii nuca, Hy 9 (4H, 
va (Re) = ay (Re) =% Fes” sel Beales 
ə Ge 


+ (Ft) =9 (ù Fry +0) 


DS 
on pourra affirmer que F est de la forme voulue. Le système 
en H que nous sommes amenés à écrire est précisément un 
des systèmes étudiés dans ce qui précède. Il suffira d’exprimer 
les deux conditions différentielles précisées au paragraphe IT, 
en prenant 


Pe SITA Fe Fy 
mat | SZ Son Fay 
a= Bape B= F, +Fy, y= Fey F,, è Pry 


on aura là le système cherché de deux équations aux dérivées 
partielles en F.. 
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On. constate que, dans ce qui précède, nous n’avons pas 
utilisé la valeur particuliére de m choisie par M. ELIE CARTAN, 
valeur destinée à rendre égale à l’unité le coefficient de ©, wa 
dans la différentielle symbolique d@. 


En utilisant cette valeur particulière de m, on trouve 
d’ailleurs: 


ajoi Fey ne 
ou de E 


1 Ps F =; 
B= rt) (e Fy) . 


SULLA TORSIONE DI UN PRISMA ELASTICO CAVO 
SECONDO LA TEORIA DI SAINT VENANT *) 


Nota di Mauro Piconr (Roma) 


Se A indica un insieme di punti del piano (x,y), riferito 
ad una coppia di assi cartesiani fra loro ortogonali x e y, desi- 
gnerò con FA la frontiera e con CA l’insieme complementare 
di A rispetto al detto piano. Assunte le quantità positive Po, P 
e do; 9, essendo Po <P e qo <q designerò con R,,4 € Rpg gl’intorni 
rettangolari dell’origine di semilati Po, do € P, q, definiti, rispet- 
tivamente, dalle limitazioni: | 


[t|<po, lyl<% e |al<p, |y|<q, 


con Rip =F la corona rettangolare aperta Rpg— (Rpg + FEna) 
definita dalle limitazioni 


Po<|t|<P; do<|y|<9; 
con H Vinsieme dei punti di FR per cui 
la|=p, |y|<q oppure |x|=p, |y|<qo, 
con K quello per cui 
ly|=9; |e|<p oppure |y]=%; |%|<Do, 


con V la parte rimanente di FR, costituita dagli otto vertici 
dir end 

Dirò poi coordinato un segmento di retta se tale retta è coor- 
dinata. 


*) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni 
del Calcolo. 
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Gli sforzi a cui è sottoposto, in una torsione pura, un corpo 
elastico isotropo e omogeneo che, nel suo stato naturale, abbia 
la forma di un prisma retto avente le basi parallele al piano (x, y) 
e per sezione la corona rettangolare chiusa R+FR si calco- 
lano, a norma della teoria di Saint Venant, risolvendo un 
particolare classico problema di Dini-Neumann, al quale, vo- 
lendo considerare le cose con l’indispensabile rigore analitico, 
darò il seguente insolito enunciato: 

Detta {p} la classe delle funzioni (reati) g(x,y), dotate nella 
corona rettangolare R delle derivate parziali px e py, la prima 
continua in R+H e la seconda in R+K, entrambe uniforme- 
mente sommabili sui segmenti coordinati contenuti in R 1), costruire 
una funzione p di tal classe, armonica in R, e verificante le con- 
dizioni al contorno: 


(1) Qx=Y, SU H; g,=—%, su K. 


Istituire un pratico procedimento di calcolo, valevole in R, 
per le derivate y, € py, a mezzo delle quali si esprimono appunto 
4 richiesti sforzi. 

Chiamerò tale problema il problema della torsione per il 
prisma cavo e ciascuna delle ricercate funzioni una funzione 
torsionale. 

Ricevuto dagli amici matematici della sapiente Cracovia 
l’invito, che mi ha altamente onorato, di contribuire con un 
mio scritto a questo volume degli Annali della Società mate- 
matica polacca, dedicato alla memoria di STANISLAO ZAREMBA, 
ho pensato, accettando l’invito, che io non avrei potuto fare 
di meglio che proporre l’accoglimento della presente nota in 
cui espongo talune considerazioni sul detto problema?), nella 
speranza che i discepoli del grande Analista, al quale tanti 
sostanziali classici progressi deve la teoria delle funzioni armo- 
niche, s’interessino a quel problema e vogliano apportare alla 
sua risoluzione quei complementi di cui tuttora necessita 3). 


1) Al n. 1 trovasi precisato il significato di tale uniforme som- 
mabilità. 

?) Non ancora publicate, ma comunicate ai miei collaboratori 
dell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo. 

3) Il problema, proposto all’Istituto Nazionale per le Applica- 
zioni del Calcolo, si presenta nello studio di molte strutture e, parti- 
colarmente, in quello di organi essenziali dei velivoli. 
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1. La totalità delle soluzioni del problema della torsione del 
prisma cavo. Dicendo che la funzione g(x,y), continua in R, 
è uniformemente sommabile sui segmenti coordinati contenuti 
in À, intendo significare che ad ogni numero positivo e ne 
corrisponde un altro Ôô(e) tale che, comunque si assuma un 
segmento coordinato I, contenuto in R, di lunghezza infe- 
riore a ô(e), si abbia, detta s l’ascissa sulla retta a cui appar- 
tiene I, 


(2) Sigla, y)lds<e. 
i 


Osserviamo, per esempio, che una funzione continua in R, 
sara ivi uniformemente sommabile sui segmenti coordinati se 
esiste su FR un insieme L costituito da un numero finito 
di punti P,, tale che, designata, per ogni punto P di R, con o(P) 
la distanza del punto P da L, si abbia, sempre in R, 


lg Pye 
[o(P)] 

M e a essendo due costanti non negative, la seconda minore 
di uno. Costruiamo, invero, per ogni punto P,, l’intorno qua- 
drato Q, di semilato l, con J tale che due qualsivogliano 
Qn+FQ, e Q,tFQ, non abbiano punti comuni e diciamo À 
la più piccola fra le distanze che ogni FQ; ha da ogni altra -FQx, 
è subito verificato che per ogni segmento coordinato I, conte- 
nuto in R, sussiste la (2), se la sua lunghezza è inferiore ad un 
numero 6(e), per il quale si abbia, simultaneamente, 


le M 


€ € 
è<%, 3M7— <5, #0SZ: 


Osserviamo pure che se una funzione f(P) è dotata in R 
di derivate parziali fx e fy ivi continue e uniformemente somma- 
bili sui segmenti coordinati, essa è continua in R+FR, nel 
senso che, comunque vi si fissi un punto Po, riesce determinato 
e finito il limite 
lim f(P) (su E). 


PP, 
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Ed invero, assunto ad arbitrio il numero positivo e, comun- 
que si considerino due punti P’ e P” di R, contenuti nell’in- 
torno quadrato Q del punto P, di lato 6(e/2), detto P* un 
punto di Q per cui i segmenti I(P’, P*) e I(P’’, P*) siano entrambi 
coordinati, si ha 


Vee) EEC) 


e supposto, per esempio, che I(P’, P*) sia parallelo alasse x 
e I(P',P*) all’asse y, risulta 


APAPS. f \felde< 5, PPNI flaldy<$. 


I(P',P*) I(P!, P*) 


Ciò posto, andiamo a dimostrare il teorema: 

I. Se il problema della torsione per il prisma cavo ha solu- 
zioni, ne ha una ed una sola, dispari rispetto a x e a y (cioè, 
come semplicemente diremo, dispari) ed ogni altra si ottiene 
da quella aggiungendole una costante arbitraria. 


Dimostrazione. Siano y’ e g” due soluzioni del problema, 
os 4, bob quantità arbitrarie tali che sia po SOCI 
Qd<b<b<4g, T la corona rettangolare chiusa RAP "nr 
n la normale a FT volta verso l’esterno di T. Posto y’—p" =u 
si ha 


(3) Sena rta de 


onde segue che esiste, determinato, il limite 


: du 
tim Wa ds , 
FT 
intendendo che T tenda ad R dilatandosi sempre. Dico che 
tale limite è zero. Ed invero, u, appartenendo alla classe {p}, 
riesce continua in R+FR e vi ha perciò un massimo M del 
suo modulo. Assunto ad arbitrio il numero positivo e, sia J 
un numero minore di d(e/16M) e delle quantità po, do, Pp— Po, I—Jo 
e per ogni punto di V consideriamo il suo intorno quadrato 
di lato l, imponendo alla corona T di mantenere i suoi otto 
vertici (a, b), (—a, b),..., (Co, —do), nei detti intorni, rispettiva- 
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mente, dei vertici (p, q), (— P, ),---» (Pos — 4o) di R. Denoteremo 
con l'(T) la parte di FT contenuta negli intorni stessi e con 
CA(T) la rimanente. Si ha 


fue <u f as+u f asm f 
FT CM TT) CA(T) 
ed uniformemente al variare del punto (x,y) in CAT), 
lim (È 


du 
Tm ds+e, 


du 
dn 


du 
dn 


dn 
asserito. Si ricava dunque dalla (3), u,=u,=0 in R, cioè la 
costanza di u. Se g è una funzione torsionale, posto 


) (per T-+R)=0, ciò che dimostra quanto avevamo 


U(x, Y)=P(@,Y) + plx, —y), (0,4) =9(7,4)+9(—%,4), 


si ha l’armonicità di u e v in R e la loro appartenenza alla 
classe {y}, nonchè u,=v,=0 su H, uy=v,=0 su K, donde, 
per quanto precede, dette a e f due costanti: 


(4) g(x,y) + plx, —y) =a, in È, 
(5) 9(2,Y)+9(—<,y)=f, in R. 


Sia 9(x,y) quella ben determinata funzione torsionale che 
verifica, per un fissato valore a dell’intervallo (po, p) la condi- 
zione g(a,0)=0. Si trae, dalla (4), per z=a, y=0 che a=0, 
donde la disparità di g rispetto a y e l’identità g(x,0)=0, per 
Po<|e| <p. Ne segue dalla (5), per y=0, #=0 e pertanto la 
disparità di g anche rispetto a x. 

Dimostrato cosi il teor. I, prenderemo, da ora in poi, esclu- 
sivamente in considerazione la funzione torsionale dispari, che 
indicheremo con g. Per la sua costruzione considereremo 
due diversi metodi che riconducono, entrambi, il problema 
a due di Dirichlet per la corona R. Il primo, esposto al n. 2, 
che è un’applicazione, con nuovi complementi (i teor. II e III), 
di quello che ho pubblicato fin dal 19294) per la risoluzione del 
problema di Dini-Neumann, nel piano, relativo ad un qualsi- 
voglia dominio regolare a connessione non semplice, fornisce 


4) M. Picone: Sul problema di Neumann nel piano. (Bollettino 
dell’Unione Mat. Italiana, vol. VIII (1929)). Appunti d’Analisi 
superiore [ Rondinella, Napoli, pp. 360—367 della 12 ed. (1940) 
e pp. 407—412 della 28 ed. (1946)]. 
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il teorema d’esistenza per la g ed un certo metodo di calcolo 
delle y, e y, presentante alcune difficoltà, il secondo, esposto 
al n. 3, appare più idoneo al calcolo numerico, ma, pur avendo 
il pregio di far presagire la sua applicabilità alla risoluzione 
numerica di generali problemi di Dini-Neumann per domini 
qualsivogliano, ‘la cui frontiera sia esclusivamente formata, 
nel caso del piano, da segmenti coordinati ed in quello dello 
spazio da rettangoli coordinati, urta contro altre difficoltà. 


2. Primo metodo di risoluzione del problema della torsione 
per il prisma cavo. Conviene premettere i seguenti due teoremi 
della teoria delle funzioni armoniche in due variabili, uno dei 
quali (il teor. III) mi è stato suggerito da Wozr Gross, valo- 
roso collaboratore dell’Istituto Nazionale per le Applicazioni 
del Calcolo. 


II. Sia A un campo del piano (x,y) di connessione uno, la 
cui frontiera sia costituita da due curve regolari semplici e chiuse Cy 
e C, essendo Cy interna a C. Se la funzione reale u è armonica 
in A e continua în A+FA e, detti (ao, bo) € (a, b) gl’intervalli 
dell'asse u costituiti dai valori che u assume, rispettivamente, 
su C, e €, tali intervalli sono privi di punti comuni, allora il 
flusso della u uttraverso C5) è diverso da zero. 


Dimostrazione. Se il detto flusso fosse nullo, la u sarebbe 
dotata in A di coniugata v, pure essa armonica e monodroma 
in A, la funzione f(z2)=u+iv, con 2=x+iy, sarebbe olomorfa 
in A, e, non potendo essere costante, l’insieme degli zeri in A, 
della sua derivata f'(2)=u;—1u,, avrebbe punti d’accumula- 
zione eclusivamente su FA. Supposto, per esempio, b,<a 
siano k, e k due costanti tali che b)<k,<k,<a, 0 un punto 
interno a C,. Su ogni raggio spiccato da 0 esiste un numero 
finito di punti, contenuti in A, nei quali w assume i valori 
kı 0 k,. Le due curve I, e T,, rispettivamente di equazione 
u(x,y)=k, e u(x, y)=k,, prive di punti comuni, sono dunque 
entrambe chiuse ed inoltre regolari poichè su ciascuna di esse 
cade, al più, un numero finito di punti ove simultaneamente 


5) Mi permetto di seguire la terminologia adottata nei miei 
Appunti di Analisi superiore (loc. cit (*)), Cap. V della 1 e della 2 
edizione. 
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si annullano ux e uy. Esse sono anche semplici, non potendo 
esistere in A una curva chiusa, che non abbia nel suo interno 
la ©; sulla quale u(x,y) è costante. Vi è certamente almeno 
un raggio r, spiccato da 0, che ha in comune con J, un sol 
punto P,, ed allora un punto di r riuscirà interno od esterno 
a I°, secondochè è interno o esterno al segmento OP,. Sul 
raggio 7, esternamente al segmento OP,, esiste certo un punto P, 
della curva I, e pertanto questa curva è esterna alla J}. Dun- 
que le curve J, e I, costituiscono la completa frontiera di 
un dominio regolare D contenuto in A. In ogni punto di un 
arco di FD, privo di punti singolari, si ha dv/dn=0, poichè, 
secondoché l’arco appartiene a T} oppure a I, si ha, lungo 
esso, u= k, oppure «u=%,, e quindi sempre du/ds=0. Ne segue 
da costanza di v in D, e ciò è assurdo. 


III. Assunto, nel piano (x,y), un sistema di coordinate polari 
e e 0 (o raggio vettore e 0 anomalia) avente Vasse x per asse 
polare, detta k una quantità positiva minore di 2, la funzione 
reale u(x,y) sia continua nel settore circolare © definito dalle 
limitazioni o<ò, 0<0<kx, armonica nell’interno e, designando 
a,b,c, d, quattro costanti, si abbia 


(6) u=c(e22+y2)+ax+by+d, per 0=0 e per 0=ka, 


sussiste allora per u uno sviluppo în serie, assolutamente ed 
uniformemente convergente in ogni cerchio di centro in O e raggio 
minore di 6, del tipo 


U=U,+d+ae cos 0+bosen 0+e@ cos 20+ oc sen (7 0); 


n=1 
ove le Cn sono costanti e 


= ¢ tang kr - osen 20, per (k—})(k—4)+ 0, 
me La cos 20+log 0 -sen 20)o? per (k—+4)(k—#)=0. 


Pertanto, quando (2k—1)(2k—3) +0, la u ha nell’intorno 
circolare del punto O, di raggio ô, le singolarità della funzione 


So n 
al o n 
> Cn 0* sen (; 0); 
k 
n=1 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 23 


354 M. PICONE 


vi è dunque priva di singolarità se k è reciproco di un numero: 
naturale diverso da 2, se k= vi ha le singolarità di 


4e 
— (0 cos 26 + log o - sen 20) @, 
se k=3, le singolarità di 


4c 
5 IT 


3 (0 cos 20 + log o - sen 20) o? + 


co, 2 
+D [esp41 sen vpO + Capo 0° sen (vp + 3) O] 0", 
p=0 


Ove vp=2P+ $. 
Dimostrazione. Posto 
(0, 4) =u(o, 0) —[u(e@, 8) + d+ ao cos 6+ bg sen 6 +-co* cos 201, 


si verifica subito che la funzione v(0,0) riesce continua in S 
e armonica nell’interno, avendosi v=0, per 0=0 e per 0=kz,. 
e pertanto, la funzione 


(rm) =v (rt kt), 


1 
continua nel semicerchio r< ô, 0 <t<a, armonica nell’in- 
terno, identicamente nulla sul diametro 7=0, t=2z. In virtù 
di un classico teorema di ScHWARZ, la w(r, 7) risulta armonica 
1 


nell’intorno dell’origine di raggio ô e vi ammette dunque 
lo sviluppo in serie 


co 
> (Cn SN NT + Ch COS NT)”, 
n=0 | 


assolutamente ed uniformemente convergente in ogni cerchio 
con centro nell’origine, di raggio minore di 64, avendosi c,=0 
(n=0,1,2,...;), per essere w(r, 0)=0. 

Ritorniamo ora a considerare la funzione torsionale g. 
Per p,<a<p e @<b<q, si ha 


Qt 
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b a 
du 
[eae fray) yay + fra dx — 


FRab —b 


= foana foe- b)da, 


ed ogni integrale al secondo membro di questa uguaglianza 
è nullo come integrale di una funzione dispari. La g ha dunque 
flusso nullo attraverso FR,,,, e pertanto è dotata in R di fun- 
zione coniugata y. Questa riesce continua in R+FR in virtù 
dell’uniforme sommabilità sui segmenti coordinati contenuti 
in R delle sue derivate y= —%y; Yy=Px. Data la continuità 
di y, in R+H e di y in R+ K, si ha 


dy Jade 
dali su H; D 8 Ke 


e quindi, tenendo conto della continuità di y su FR, 


y? 


x? ti GE 
> SU FRpgj w=YtY%ot >; SU FR a> 


(7) p=yt 


ove ye y designano due costanti. Ne segue, in forza del teorema 
di SCHWARZ già ricordato: 


IV. Il campo di regolarità I della funzione y e quindi della p 
contiene R+-H+K=R+FR—V. 

Denotiamo con wy(2,Y) e x(x,y) quelle ben determinate fun- 
zioni armoniche in R, continue in R+FR, che assumono 
su FR, la prima, i valori dei secondi membri delle (7), postovi 
y=Y0=0, la seconda, su FR,,,, costantemente il valore uno 
e su FR,,q, il valore zero. Si ha allora, in R+FR, 


wv=Y+YoX(2,Y)+wo(2,4), 


e la parità di y, y, x rispetto a x e a y, cioè, come diremo 
semplicemente, la parità di queste. Alla costante y potremo 
dare e daremo il valore zero. La y deve avere flusso nullo 
attraverso la FR,,g,, dovrà cioè aversi 


(8) Yo: flusso y + flusso- ya = 0. 
23* 
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Quest’equazione determina yọ, poichè, in virtù del teor. II, 
è flusso 7+0. Se è anche flusso y,+0, e ciò, in base al teor. II, 
avverrà certo se p?+q2<p?, la costante y, risulterà non nulla. 
Siamo ora in grado di dimostrare il teorema d’esistenza per 
il problema della torsione del prisma cavo: 

V. La funzione torsionale y, della quale il teor. I ha dimo- 
strato Vunicità, esiste, ha un campo di regolarità che contiene 
R+FR—V e le sue derivate px, py sono continue nei vertici di Rpg 
e, se infinitamente grandi in quelli di Reg, 10 sono d'ordine 
non superiore a 1/3 rispetto alla reciproca della distanza o(x, y) 
da V. 

Dimostrazione. La funzione armonica y = Yo Z + Yo, CON yy 
fornita dalla (8), ha un campo di regolarità J’ contenente 
R+FR—V e, in virtù del teor. III, derivate Yx, y, continue 
nei vertici di Rpg e, nei vertici di Rpg, se infinitamente grandi, 
d’ordine non superiore a 1/3, rispetto a 1/o. Verificandosi 
la (8), la y è dotata in I di coniugata y che risulta determinata 
prescrivendole il valore zero in un punto (a,0) dell’intervallo 
(Qo, 0). Essendo px=Yy, Yy=—Yx, essa verifica le (1), compor- 
tandosi le sue derivate y, e py, nei vertici di V, nel modo asserito 
dal teorema, risultando quindi queste uniformemente somma- 
bili sui segmenti coordinati contenuti in R. La g è dunque 
la ricercata funzione torsionale. 

Osservazione. Occorre dare un metodo di calcolo delle de- 
rivate Px, Py, a mezzo delle quali si esprimono gli sforzi dovuti 
alla torsione, ed anzitutto uno per i limiti 


e 11 1 = 11 } 
lim CAT lim [pyle] Oe 
e>0 ọ>p 
Non possiedo, tuttora, alcuna nozione del valore di questi 
limiti. Dai lavori del KÖTTER ?) e del TREFFTZ 8) sulla torsione 


6) Con le notazioni lim’ e lim”, di uso molto più comodo delle 
lim e lim comunemente adottate, soglio indicare, ormai da più 
di un quarto di secolo, il minimo ed il massimo limite. 

7) F. Kôtter: Über die Torsion des Winkeleisens [Sitzungs- 
berischte der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften, 
XXXIII (1908)]. 

8) E. Trefftz: Uber die Torsion prismatscher Stäbe von poly- 
gonalem Querschnitt [Math. Annalem, 82 Bd (1921)]; Uber die Wirkung 
einer Abrundung auf die Torsionspanungen in der inneren Ecke 
eines Winkeleisens [Zts. f. Angew. Math. u. Mech., Bd. 2 (1922)]. 


~ 
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del "ferro ad angolo” si possono trarre, per essi, soltanto delle 


presunzioni. 
Quanto al calcolo delle g, e py, si può pensare di effettuarlo 
attraverso quello della y e delle sue derivate y; = —@y; Yy=9x; 


ciò che esige il calcolo delle due funzioni yọ e y e delle loro 
derivate parziali prime, molto approssimato, per queste ultime, 
su un fissato Rao(Pyp<a<p, G<b<q), per ottenere la co- 
stante yọ, verificante la (8), con la necessaria approssimazione. 
Ma le esperienze fatte, fin ad oggi, di tale metodo, all’Istituto 
nazionale per le Applicazioni del Calcolo, non hanno dato 
risultati che autorizzino a consigliarne l’adozione. 

3. Secondo metodo di risoluzione del problema della torsione 
per il prisma cavo. Anche per l’esposizione di questo, dobbiamo 
premettere taluni teoremi per le funzioni armoniche nella 
corona R. Com’é noto), ad ogni funzione «(%,Y), armonica 
in R, corrisponde una ben determinata constante a[w] e due 
ben determinate funzioni u(x, y) e u'(x, y), la prima armonica 
nel campo Rpa e la seconda nel campo Rpg = C(R,9 + FEp9) 
e infinitesima all’infinito, in modo che sussista, in R, la de- 
composizione in somma 


(9) w(x, y) = a log Vx? + y? + U(x, y) + U(x, y). 

La costante a è il flusso della w attraverso FR,,,,, la fun- 
zione u è detta la componente armonica di w regolare in Rpg 
e la wu’ la componente armonica regolare in Ra, infinitesima 
all’infinito. Date l’unicità della decomposizione (9) e la circo- 
stanza che le funzioni @(--%,+%), uls, +y), w'(+x,+y) sono 
armoniche, rispettivamente, in R, Rpg, Rpa, Si ha che se œw 
è pari rispetto ad una delle variabili tali sono u e wu’, e se 


x 


è dispari, tali sono u e wu’ e risulta a=0. Posto 
2=2+1Y, 2=xL—1yY, 

riescono determinate due successioni di costanti 

ao], alw], flol,- ale], Bilw],…, 


tali che nell’intorno circolare I dell’origine avente per raggio 
la minore fra le quantità p e q sussiste per la u lo sviluppo 


®) Cfr., per esempio, Picone: Appunti d’Analisi superiore [loc. 
cit. (4)], ps 293 della 12 ediz. e p. 402 della 22 ediz. 
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in serie 
U(x, y) SS goa) + B,(z Gre RI, 


k=0 


e nel campo I” complementare del cerchio avente centro 
nell’origine e raggio (p?+ 92)", per u’ lo sviluppo 


k=1 
e, se n è pari, 
(10) (2,y) = rag h u'(2, y) = Daat al 
k=0 =1 


e se è dispari 


(en) a=0, u(x,y) = X faa, 


A n] il 
u'(æ, y) 5 fe) 0 
k=1 0 


Sussistono i seguenti teoremi: 


VI. Se la funzione w(x, y), armonica in R, è pari, comunque 
si assumano le costanti a e b, con po<a<p, q<b<q, posto 


b a 

(12) Falo]= fox(a,y)dy + f 0y(2, 6) dr, 
0 0 

si ha 


2 
alo] = z Palo]. 


Dimostrazione. Detta n la normale esterna alla FR,:, 
risulta, data la parità di ©, 


b b 
d 
= foan )dy + Sona da f x a, y) dy — 


FR ab —b —b 


b 
= f ola, bde=4 fata, mar +4 fost, b) dz. 


0 0 
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VII. Se la funzione w(x,y) armonica in R, è pari, posto, 
per Py< <P, di<b<4 


b 


b 
az 
Xalol=a f o(a,ydy—F fola nd — 
0 0 


(13) ; 
2 
— fog, b) = aw, 
i 2 
è a p2 a 
Ya oleb fo, pas > f ye, b) dr — 
(14) 0 ; 0 
y? 
— f oan Ea, 
0 
(15) Gablo] =Xav[@]-Yas[®], 
si ha 


aso] =} Geslo]. 


Dimostrazione. Risulta 


a a 2 o 2 
a 
2 Xelol = IE (a, y) dy — $ + 0xx(0,9) dy — oyla, b) + = 


= fe (a, y) )dy + > $ fom a, y) dy —w,(a, ng fo (a, y) dy , 


b 


d 
3 Lael] = fotana, 


0 
a 


d ə 
g Xeelel = = Yalol= fole, bde, 


0 


‘onde segue che G,;[@] non dipende nè da a nè da b. Dalla (9) 
si deduce 


Gaol] =a Gaollog Va? F 97] + Gaolu] + Gaele], 


360 M. PICONE 


ed è 
Gap [log VF y?] = Gaallog Va? Fy =0 
Gav[u}=lim Gaalu] =0 ’ Gav[w']=lim GaalW'] ’ 
a>0 a-o 
e, per 2# >p? + @, 
Gal] = SoG lee 7241). 
k=1 


Ora 


Koei ot ha o frati te fre 


© 
Lete-#|= 1x, al< OR +00 fon = 
0 


1 


_2k+1 di 
TO q2k—2 (1+ #?)*’ 
0 
donde, per k>1 


lim X [¢—**] = lim X, [2 7*] =0 
ac ac 
e allo stesso modo si trova che per k>1, 
= lim Ye = lim Y,, [2] =0 
onde segue, per k>1, Gall ~] = G [2,7] =0, laddove 


al 5g ta 


Gul +e te Jarre Spar ire (pap 


ns [Sette s [eta 


VIII. Assegnata una funzione w(x, y), armonica in R e pari, 
condizione necessaria e sufficiente affinchè esista una funzione T, 
del part armonica in R, verificante Vequazione 


(16) Txy =O, 
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è che riesca 
(17) Faso] = Gaol] =0. 


Soddisfatte queste condizioni, esiste una ed una sola fun- 
zione t*(x,y) armonica in R e dispari, verificante la (16) e tutte 
le soluzioni armoniche di questa sono date dalla formula 


(18) t=y tye +2) +d,(e—-2)+y(2+29) +7*(2, y), 


essendo Yo, Yı, Yas À COStanti arbitrarie. 


È È È ” ar 
Dimostrazione. Porremo, da ora in poi, pente ; 
' ad 


p= ord e indicheremo con A il campo dei punti di À per 


cui Ppo<X<p, con B quella per cui g,<y<g, con A, e Bo i sim- 
metrici di A e B rispetto agli assi y e x. Osserviamo, anzitutto, 
che se 7(x,y) è una fissata soluzione, armonica in R, della (16), 
per ogni altra tale soluzione 7, risulterà (r—7),y=0 e quindi, 
in AB, t—t=é&(x)+n(y), con & funzione della sola x e 7 della 
sola y, e per l’armonicità di r—7, é'‘(a) = —nņq” (y), onde segue, 
in AB e quindi in tutto R, 


t=T+ y+, (2 Lao E nie (262) 
CON Yo» Yı; Ôr; Ya Costanti che si possono scegliere ad arbitrio. 
Con ciò è già dimostrata la formula risolutiva (18). La ridimo- 


streremo, con la necessità delle (17) e con l’unicità della 7*(x, y), 
al modo seguente. Sussistono, per la w, la (9) e le (10) e si ponga 


t=ylogla+y+0(2,9)+0(,9), 


essendo v la componente armonica di 7 regolare in Rp, e v’ 
quella regolare in Rpg, € infinitesima all’infinito. Risulterà 


Me A r 
Coi LG [pi =) a Vxy(2, Y) + ry (L,Y); 


2 2 
& Zo 
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e pertanto, perchè possa essere soddisfatta la (16), deve aversi 
FPas[0]}=0 

; vA ) 
(19) (2,7) =u(x, y), v'(2,4)+ Azio =u (x, y). 
0 


Si abbia, in J’ e in J”, rispettivamente, 


v= X [p +28) + 6,(2*—28)], 
k=0 


risultera, ivi, 


CLERICI (a 


k=3 


|, DL Y AGREE EN cai 3 (wat 
eni DE +0) (re) taea) 
k=1 


e quindi, affinchè vi sussistano le (19), y=0, y,=0 (per k>3) 
Yk=0 (per K>1), d2:1=0 (per K>1), Oon41=0 (per k>0), 


2k (2k —1) Oop? = 979 y 2k(2k +1) Ô2k Í = 09542) per k>1, 
a, = 0. 
Deve dunque essere G,[@]=0 e, in I’ e in I” rispettiva- 
mente, 
ak — gtk 


v=Y +7,(2+4) Lo (ee) + va (22 + 22) PL 42k(2k—1)’ 


g—th__g—2h 


z = Da 12k(2k +1)’ 


rimanendo le costanti Yo; Yı; O1, Ya affatto arbitrarie e de- 
terminata, per yo= y, =ô, =y2=0, la soluzione armonica dispari 
della (16). 
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Dimostreremo la sufficienza delle condizioni (17), costruen- 
do, suppostele soddisfatte, la soluzione della (16), armonica 
in È e dispari. Per una tale soluzione deve, necessariamente, 
aversi, in B+B,, 


(20) ty(@, y) = f 0(8,9)ds, 
0 
e, in A+ Ap, 
y 
(21) t:(0,9) = J o(a, t)dt. 
0 


Le ty e Tx, date dalle (20) e (21), riescono. armoniche in 
B+B, e in A+- Ap. Si ha, invero, per esempio, in B-+ Bo; 


Aty=o,(2, y) + f owls, y) ds = 
0 
= @x(0,9) — f ox(s, y) ds =0,5(0, y) =0. 
0 


Deve pure aversi, in A, 


x 


(22) tue, y) = f o(s, y)ds+n(y), 


con 7(y) tale funzione di y da risultare A7,=0 e da fornire 
per 7,(%,b) e tyy(x,b) i valori che fornisce la (20) in AB. Si 
traggono così per 7(y) le equazioni 


n'(Y)+0x(a,y)=0, 


a a 
(23) n(b) = f (8,5) ds, n'(b)= f o4(s,b) as, 
p 0 0 à 
e quindi, in À, 


a a 


ty = f o(s,b)ds+ (y—b) f o(s, 0) ds — 
(24) 0 0 


y x 
— f(y—t)o,(a,t)dt + fo(s,y)ds. 
b a 
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In virtù delle (23) la 7,, data in A dalla (24), coincide, 
in AB, con la t,, data in B dalla (20), ed ora verificheremo 
che essa, in AB,, coincide con la 7, data in By dalla (20) stessa. 
Basta perciò accertare che, calcolando, valendosi della (24), 
Ty © Ty per y = —b, si trova, rispettivamente, 


fols, —b) ds, Soy, —b)ds. 
0 0 


Tale accertamento è immediato, in virtù della Fa [w] =0 
e della parità di w. Osserviamo che la 7,, data in A dalla (24), 
ivi armonica, risulta pari in y; si ha, invero, 


a 0 x 
ty(2,0)= f0y(8, b) ds — f oxla, t) dt + foy(s,0)ds=Pal0]=0, 
0 b a 


e che, pertanto, t,, è funzione dispari di y. Dalla (16) si trae, 
in B, 


Tx(L, Y) = foc, t) dt+ E(x), 


b 


con &(x) tale funzione di x da risultare 47,=0 e da fornire 
per 7,(x, a) e 7,,.(æ, a) i valori che fornisce la (21) in AB. Ne 
segue, in B, 


b 6 
Pes fola t)dt+ e—a) fola, a — 
0 0 


(25) . ; 
— fla-s)0y(s, 5)ds+ f| ols, t) dt, 
a b 


e si verifica, come sopra, che tale 7, coincide in BA, con quella 
fornita in A, dalla (21), risultando funzione pari di x. Ripe- 
tendo lo stesso calcolo per 7, in Ag e Tx in Bo, si trova 


Ty (2, y) (in 45) = —ty(—%, Y), tx(2,y)(inB)=—tx(%—4), 


pervenendo, così, alla definizione, in R, di due funzioni ivi 
armoniche Tx e ty, la prima pari in x e dispari in y, la seconda 
dispari in æ e pari in y, per le quali si ha identicamente 
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OT, Ot AL ! nes matos 
Si = DE = w. Condizione necessaria e sufficiente affinchè esista 
una funzione 7 continua in R verificante ivi la (16), è, dunque, 
che per le ottenute funzioni 7, e Ty, riesca 


fTex(2, y) de + ty(2, y) dy] = 
+FRab 
(26) 5 È 
= 4 [rla,y)dy — 4 ft(2, 0) de=0. 
0 0 


Ma si trova 


a b 
| rx(0,b)dx=Xaolo], frula, y) dy =Yasl0], 
0 0 
onde la (26) è verificata in virtù della G,,[@]=0. Se si vuole 
che 7 riesca funzione dispari, occorre prescriverle nel punto 
(a, 0) il valore zero, in seguito a che si avrà, in R, 
(x,y) 

(27) t=(0) | rs, t) ds + ty(s, t) di], 

(a,0) 
C designando una qualsivoglia curva regolare contenuta in R, 
congiungente il punto (4,0) col punto (x,y). In virtù della 
Gav[w]=0 è facile verificare che la 7 fornita dalla (27) è dispari. 
Si ha, invero, a norma della (27), data la disparità di 7, ris- 
petto a y, 


x 
t(2,0)= | r:(5,0) ds =0, 
a 
e quindi, in A, 


(2,9)= fre, "a, 


0 


donde, per la parità di 7,, rispetto a y, la disparità di 7, in A, 
rispetto a y, si ha, in B, a norma della (27), 


y x 
t= fry(a,t) dt + Sla, y) ds, 
0 a 
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e quindi 
y 0 
t(0,v)= | ty(a,t)dt+ ftls, y)ds =Gay[0]=0, 
0 a 


e pertanto, in B, 


x 


ta, y) = frs, y) ds, 


0 


donde la disparità ivi di 7 rispetto a x. Ecc. Quanto all’armoni- 
cità di 7, essa segue da quella di 7, e di 7,, dalla quale si de- 
duce gat = odr 
On oy 
R, che deve essere nullo, data la disparita di At. 

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema con- 
cernente il problema del prisma cavo. 


=0 e quindi che At ha valore costante in 


IX. Esiste ed è unica una funzione w(x, y), armonica in R 
e pari, continua in R +H+XK, verificante le equazioni 


(28 = dl, iu Jz, 
28) 6 =—l, su IC) 
(17) Faolo] = Gaslo] =0 


e tale che le funzioni œw, e w, definite in R al modo seguente 


x 
w, = ns y) ds, in B+ Bo; 


y 


(29) m= fo (s,b) ds + (y—b) Jone) b)d s— fy y—t) w,(a,t) dt + 


é 
+ for, y)ds, in A; (x,y) = —@(—%,y), in Ao; 
a 


y 
o= | o(s, t) dt, in A+Ay; 
0 
b b Ey 
(30) a CRA enni, 


0 


+f w(x,t)dt, in B; w(x, y) = — w(x, —y), in Bo, 
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riescano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati conte- 
nuti in R. Costruita una tale funzione esiste, a norma del teor. VIII, 
una ben determinata funzione y, armonica in R e dispari, per 
la quale si ha pxy =w, e questa è la funzione torsionale. 


Dimostrazione. La funzione torsionale g ha, come 
abbiamo visto, un campo di regolarità contenente R+FR—V 
ed in tale campo risulta gx, armonica, regolare e pari, mentre 
dalle (1) si ricava g,y=1 su H; g,y=—1, su K, ed in virtù 
del teor. VIII, che Fasl Pxy] = Gablgxy] =0. Sostituendo poi Pxy 
in luogo di œ nelle (29) e (30) si trova o,=gy, =, onde 
segue la uniforme sommabilita di œw e œ, sui segmenti coordi- 
nati contenuti in À. Dunque una funzione œw che ha tutte le 
proprietà prescrittele dal teorema è data dalla y,,. Sia, vice- 
versa, una funzione che possieda tutte queste proprietà. 
Essa, in virtù del teorema di ScHWARZ, è armonica e regolare 
in un campo contenente R+FR—V, ed esiste, in forza del 
teor. VIII, una funzione y armonica e dispari in R, ivi veri- 
ficante le equazioni 


We) =O) gg On Was Sac 


Si ha la continuità di g, in R+H, di vy, in R+K, 
y x 
= | dt=y, su H; qu=— [u=—2, su K, 
0 0 \ 


nonchè la uniforme sommabilita di py e py sui segmenti coordi- 
nati contenuti in R. Tale funzione g è dunque la funzione - 
torsionale. Siano ora w’ e w’’ due funzioni che possiedano le 
proprietà prescritte dal teorema alla ©, ciascuna di essa for- 
nisce, al modo ora indicato, la funzione torsionale y, e si ha 
perciò w =w" =9,,. Osserviamo ora l’ulteriore teorema: 


X. Condizione necessaria e sufficiente affinchè, per una 
funzione w, armonica in R e pari, continua in R+-H+ K, veri- 
ficante le equazioni (17) e (28), le funzioni œ e ws, definite dalle (29) 
€ (30), riescano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati 
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contenuti in R, è che essa sia limitata nelle vicinanze di ciascun 
vertice di Rpg e, se infinitamente grande nei vertici di Rpg, lo sia 
d'ordine non superiore a 4/3, rispetto alla reciproca della di- 
stanza o(x,y) da V. 


Dimostrazione. La condizione è necessaria. Supposto, 
invero, che per la funzione w, armonica in À e pari, continua 
in R+-H+ Ke verificante le equazioni (17) e (28), le funzioni 
©; € ©, siano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati 
contenuti in F, il teorema precedente ci assicura che, in R, 
risulta @=%9xy, essendo p la funzione torsionale, la cui coniu- 
gata y ha, per il teorema III in un intorno circolare C(—p, —q) 
del vertice (—p, —q) di Rpg le singolarità di 
(0 cos 2 0 + log o - sen 2 6) 0°, 


al 


designando o la distanza del punto (x,y) dal punto (—p, —9) 
e 0 l’anomalia del raggio vettore che dal punto (—p, —9) va 
al punto (x, y), rispetto all’asse con l’origine in (—p, —q) avente 
direzione e verso dell’asse x, e in un intorno circolare O (Po, go) 
del vertice (Po, do) di Rpa le Singolarità di 


— À (80820 + logo - sen 26) 0? + 


co 3 7 
+ D [0341 sen vp 6 + 039420° sen (vp + 3) Olo”, 
p=0 


ove #p=3p +2, designando o la distanza del punto (a, y) 
dal punto (py,q) e 9 Vanomalia del raggio vettore che dal 
punto (Po, go) va al punto (x, y), rispetto all’asse con l’origine 
in (Po; %) avente la direzione dell’asse y e verso contrario. Ne 
segue, per essere @=@,y=—%yy=%xx la limitatezza di w in 
C(—p, —q) e che se essa è in (Po) %) infinitamente grande lo 
è d’ordine non superiore a 4/3 rispetto a 1/0, e, precisamente, 
di tale ordine se è c,+0, d’ordine 2/3 se è c, =0 e c,+0, limitata 
in C(Po do) se è CG = Co =0. 

La condizione è sufficiente. Dobbiamo dimostrare che se 
la funzione w, armonica in È e pari, continua in R+H+K, 
verificante le (17) e (28), è limitata nelle vicinanze di ciascun 
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vertice di Rpg e, se infinitamente grande nei vertici di Rpg 
lo è d’ordine non superiore a 4/3, rispetto a 1/0, le funzioni 
w, € w riescono uniformemente sommabili sui segmenti coordi- 
nati contenuti in À. Essendo tale uniforme sommabilità evi- 
dente in R—R,», risultando w, e w, continue in R+FR—R,,, 
ci limiteremo a dimonstrarla in Rot e considereremo, per 
esempio, la w, in B. “Rev, e per æ>0. Si abbia ivi, detta o la 
distanza del punto (x,y) dal punto (Po, 4o), |0|<M/043, ne 
seguirà, per £< Po, 


e, per >P, detto N un numero positivo non superato da 
| o(a, b) | , | Oy (x, b) | , | oxla, y) | ’ 


|o] =| w(s, b) ds + (y — b) w,(s, b) ds — 
jh ral 


0 


y x 
— | (y—t)o,(a,t)dt+ | o(s,y)ds|< 
i j 


< aN+ (1— go) aN + NOS atia foya: 


Esiste dunque una costante positiva L, per la quale ri- 
sulta, in B ERAEN e per £ # Dp, 


L 
loue 
|x— pol! 


e ciò prova l’uniforme sommabilità di w, sui segmenti contenuti 
in B. a , paralleli all’asse x. Sia ora J un segmento, conte- 
nuto in B. Ree ? parallelo all’asse y e denotiamo con T(1) 
il rettangolo limitato da I, dalle proiettanti gli estremi di I, 
ortogonalmente, sull’asse y e da quest’asse, con C(e) l’intorno 
circolare del punto (po; do) di raggio 0, si ha 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 24 
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ere jpg o(x, y)|drdy = 


T(1) 
Slo, m|azdy+ f flot, y)\dedy < 
T(1)—C(e) TI) C(e) 
< f flot L,Y dr qui” tdrdy = = 
TI)—C(9) C(e) 
flo, y)|dady + 2x Moi. 
T(I)—C(e) 


(31) 


Assunto ad arbitrio un numero positivo e, denotiamo con o, 
un numero positivo tale che si abbia 27 Mg?8<e/2 e con N, il 
massimo di |o| in B- Red — O(o.); se I ha lunghezza mi- 
nore di d(e)=e/2(a—p) N., risulta, in base alle (31), 


[leildy<e, 
if 


e sussiste dunque anche l’uniforme sommabilita di œ, sui 

segmenti contenuti in PE paralleli all’asse y. Risultato 
oye . x 0 40 . 

definitivo della ricerca è pertanto il teorema: 


XI. Esiste ed è unica una funzione w(x, y), armonica in R 
e pari, continua in R+H + K, verificante le equazioni (17) e (28) 
limitata nelle vicinanze di ciascun vertice di Rpg e, se infinita- 
mente grande nei vertici di Rpg, d'ordine non superiore a 4/3, 
rispetto alla reciproca della distanza o(x,y) da V. Costruita una 
tale funzione, si può calcolare, a norma del teor. VIII, una fun- 
zione y, armonica in R e dispari, per la quale si ha, ivi, pry =o, 
e questa è la funzione torsionale. 


Osservazioni. La risoluzione del problema della torsione 
del prisma cavo è dunque ricondotta al calcolo della sola fun- 
zione è della quale il teor. XI assicura l’esistenza e l’unicità. 
Essa è soluzione di un problema di Dirichlet di un nuovo tipo, 
assai interessante. 


Conseguito il calcolo di tale funzione, quello delle deri- 
vate px e y, della funzione torsionale si ha per mezzo delle 
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semplici formule (cfr. la dimostrazione del teor. VIII) 


PETE, t)dt, in A+ Ag; 
(32) k 
Py = fols, ds, in B+ Bo- 
0 


Se le funzioni approssimanti ©, nel calcolo istituito per 
questa, sono armoniche, o almeno analitiche, in R, ottenute, 
mediante le (32), le approssimanti px, in A+ 4 € py, in B+ Bo, 
si avranno pure, per prolungamenti, le approssimanti gx, in 
B+B,e gy, in A+ Ag. Le (32) hanno il grande pregio di fornire 
una sicura maggiorazzione dell’errore di cui sono affette le 
approssimanti py € gy, non appena sia stato maggiorato quello 
delle approssimanti @. 

Ma mi è tuttora ignoto come pervenire a ciò. 

Esiste ed è unica 1°) une funzione w, armonica e limitata 
in R, continua in R+H-+K, verificante le uniche condizioni 
al contorno (28), e per questa, che riesce pari, si sa costruire 
una successione {w®} di funzioni armoniche che l’approssimano, 
puntualmente ed uniformemente, in ogni insieme chiuso con- 
tenuto in R, avendosi lim F,,[o] (per k—+co)=F,,[ol, 
lim @,,[@®] (per k—> co) =Gas[w]. Se si dimostrasse che 


(33) lim Py; [0®] = lim G,,[o]=0, 
k-00 k-}-00 


se ne dedurrebbe che @ è la funzione della quale il teor. XI 
assicura l’esistenza e l'unicità e si concluderebbe che gli sforzi 
ai quali è sottoposto nella torsione il prisma cavo sono, addirit- 
tura, funzioni continue in tutto R+FR. Alcuni calcoli di 
esplorazione compiuti all’Istituto nazionale per le Applicazioni 
del calcolo non hanno ancora condotto ad escludere la possibi- 
lità delle (33). 

Osserviamo, infine, che se il prisma ha per sezione una 
corona limitata dai contorni di due quadrati concentrici omote- 


10) Jules Riemann, Sur le problème de Dirichlet. [Annales 
de l’Ecole normale Supérieure, t. 5 (1888)]. 
24% 
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tici rispetto al centro, se cioè po=% € p=q, detta w(x, y) una 
funzione che possieda le proprietà considerate nel teor. XI, 
le possiede anche — w (y, x) e si ha pertanto w (y, 7) = — (x, y) 
e quindi 0y(Y; £) = —x(, Y), 


Palo] =Fado] = f osla, y)dy + f wy(x,a) da = 
0 0 


= f0x(a,y)dy— f 0, (a, 2) dx =0 
0 0 


ed é dunque allora, sempre verificata una delle (17). 


B 
|» 
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